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Resumen

En este documento presentamos una propuesta de investigacion que tiene por
objetivos primero construir en términos de la Teoria APOE un esquema validado de
transformacion lineal que tome como elementos fundamentales su representacion
matricial y geométrica a partir del concepto de base. Y segundo, disefiar con base en
el analisis tedrico propuesto un modelo de clase que incluya elementos curriculares y
didacticos que motiven la construccion exitosa de los estudiantes del esquema de
transformacion lineal en cursos regulares de algebra lineal. El analisis del rol de la
base ordenada en el momento de construir una de las representaciones mencionadas
de la transformacion lineal, nos permitira establecer la evolucién del esquema de este
concepto a través de la descripcion de los niveles inter, intra y trans.

Palabras claveTransformacion Lineal, Base, Representacion matricial, Teoria
APOE, Descomposicion genética.

Introduccién

Los estudiantes de ingenierias, matematicas, licenciatura en matematicas, entre otros, se
enfrentan por primera vez con ella en el primer afio de universidad. Para Dorier (2000), y otros
investigadores franceses (Dorier, 1998; Dorier, Robert, Robinet, y Rogalski, 1997; Strang, 1998)
los estudiantes tienen serias dificultades para el aprendizaje del algebra lineal, sobre todo por su
naturaleza abstracta y formal. La ensefianza del algebra lineal, en particular las dificultades
presentadas en los estudiantes cuando intentan aprender los conceptos abstractos de esta, han
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recibido la atencién de varios investigadores en los ultimos afios. Las dificultades que se han
reportado han motivado el trabajo de grupos de investigacion en el mundo, que buscan explicar
como los individuos construyen los conceptos basicos de algebra lineal. Por ejemplo Dubinsky
(1991) y otros miembros deesearch Undergraduate Mathematics Education Community
(RUMEC por sus siglas en inglés), han disefiado teorias con miras con el objetivo de plantear
propuestas didacticas y metodoldgicas que buscan ayudar a los estudiantes a superar sus
dificultades al enfrentarse con los conceptos de combinacion lineal, espacio vectorial, base,
conjunto generador, espacio generado, transformacion lineal, entre otros.

Por ejemplo Oktag y Trigueros (2010), presentan los resultados de un proyecto realizado
en México, cuyo propdsito es profundizar en la forma en que los estudiantes universitarios
aprenden algebra lineal. En particular, las autores, presentan los resultados obtenidos para los
conceptos de espacio vectorial, transformacion lineal, base y sistemas de ecuaciones lineales.

Las autoras manifiestan que todos los estudios del proyecto involucrados revelan que el
aprendizaje del algebra lineal requiere un gran esfuerzo, también muestra la necesidad de realizar
estudios que no se queden en identificar las dificultades de los estudiantes, sino que ayuden a
remediarlas. Por otra parte se muestra que a través de los distintos trabajos del proyecto se puede
verificar que el uso de Bescomposicion genéti¢aonstructo de la Teoria APOE) constituye
una herramienta poderosa para explicar las construcciones mentales involucradas en la obtencién
de los distintos conceptos del algebra lineal.

En nuestro proyecto nos interesa estudiar la construccion del esquema de transformacion
lineal tomando como elemento principal el concepto de base ordenada. De la informacion
obtenida en este estudio, esperamos disefiar actividades didacticas que permitan a los estudiantes
una construccién mas sélida de los conceptos del algebra lineal, que les permita observan que
estos conceptos estan fuertemente relacionados.

Recordemos que si se conoce el efecto de la transformacion lineal sobre los vectores de la
base, se conoce el efecto sobre cualquier otro vector; como lo muestra Grossman (2008, p. 473)

Seal un espacio de dimension finita con ba&se {v,, v,, ..., v,,}. SealW un espacio
vectorial que contiene los vectoneg w,, ..., w,. Entonces existe una transformacion
lineal Gnical:V —» W tal queT (v;) = w; parai = 1,2, ..., n.

En el presente escrito esta dividido en cinco partes, esta introduccién para dar paso a una la
seccion que nos muestra algunos trabajos que se han realizado, desde diferentes contextos, sobre
el concepto de transformacion lineal y que hemos llamado: El concepto de transformacion lineal
en Matematica Educativa. Seguido nos encontramos con el planteamiento de nuestro problema
de investigacion, alli mostramos las preguntas de investigacion y los objetivos propuestos.
Posteriormente, nos encontramos con La Teoria, en esta seccion hablamos de aspectos basicos de
esta y finalizamos con un apartado de conclusiones, donde expresamos los resultados que
esperamos alcanzar en nuestro proyecto.

El concepto de Transformacion Lineal en Matematica Educativa

La transformacion lineal ha sido uno de los temas que presenta mayor obstaculo en el
estudio del algebra lineal. Algunas de las investigaciones se han centrado en el estudio de este
concepto, desde diferentes miradas. Por ejemplo, Molina y Oktag¢ (2007) encontraron evidencias
sobre la problematica del aprendizaje de la transformacién lineal considerando la teoria sobre la
intuicion y los modelos intuitivos; los autores se plantearon la hipotesisogugodelos intuitivos
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detectados en todos los estudiantes sobre la TL son una serie de casos particulares de transformaciones
lineales ellos advierten qualgunos estudiantes reconocen las transformaciones lineales como
expansiones, contracciones, reflexiones, rotaciones y composiciones de estos. Siendo esta una
dificultad ya que por ejemplo, la transformacion identidad no es una transformacion lineal.

Molina y Oktag (2007), también observan que algunos estudiantes tienden a relacionar las
transformaciones lineales con lineas rectas, y que si un objeto no es una linea recta, este no
puede ser el resultado de una transformacion lineal. Por otro lado, los autores resaltan la
importancia de trabajar las transformaciones lineales sobre espacios de diferentes dimensiones ya
que esto podria ayudar al estudiante a percibir que las transformaciones lineales pueden
representar situaciones diferentes a movimientos simples

Por su parte, Ramirez, Romero y Oktac (2014), analizan la coordinacion de registros de
representacion de los estudiantes y su relacion con el éxito y la eficiencia al resolver situaciones
planteadas referentes a la transformacion lineal. Estos autores para lograr un analisis
significativo, no solo estudian las representaciones utilizadas por los estudiantes sino que
ademas, sus explicaciones verbales. Por ejemplo, un estudiante presenta la siguiente definicion
de transformacion lineal:

Figura 1. Ramirez, Romero y Okta¢ (2014, p.15).

Los autores muestran que ademas que el estudiante proporciona un ejemplo de
transformacion lineal, decidié demostrar por qué lo es y expuso la coordinacién de los registros
algebraicos y matriciales eficazmente.

Mientras que Roa-Fuentes y Oktag (2010; 2012), proporcionan una descomposicion
genética del concepto, que considero la interpretacion funcional del concepto de transformacion
lineal. Estas autoras consideraron dos formas de construccion, una considerando el concepto de
transformacion (general) para después construir el concepto de transformacion lineal como un
caso especifico. Es deaima transformacion lineal como una funcién que va de un espacio
vectorial en otroY la segunda, donde el concepto de transformacion lineal se puede ver como
un caso particular del concepto de funcion. En este caso, se puede decir que un estudiante puede
empezar a construir el concepto de transformacion lineal realizando acciones que consisten en
comprobar las dos condiciones de linealidad. Reflexionar sobre las acciones puede dar lugar a
dos procesos que corresponden a cada una de las propiedades de linealidad. Luego de que estos
dos procesos se coordinan, se construye un nuevo pioesdmlad. Cuando surge la necesidad
de realizar acciones sobre el proceso construido, éste se encapsula para dar lugar al objeto de
transformacion lineal (Ver Figura 2).
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Figura 2. Desconposicion GenéticRefinada (Roa-Fuentes y Okt®2012 p.22¢).

Las autora manifiestan que durante el analisis de los resultadcs surge la neces
construir el concepto de transformacion lineal de manera paralela con ales como, el
concepto de basélambién muestran la importancia de involucrar unani mas especifico
sobre la naturaleza del campo sobre el cual estan definidos los espacios vec

Planteamiento del Problema

El algebraiheal es una rama de las mateméticas que mas aplicabilidad tiene ti
matematicas como en otras areasnuestro pais, como en muchos otos, los estudiant
ingenierias, matematicas, liceatura en matemaéticas, entre strge enfrentan por primera v
con ella en el primer afio de universidad. Para Dorier (2000), y otrosinvestigadores fr:
(Dorier,1998; Dorier, Robert, Robinet Rogalski, 1997; Strang, 199®s estudiantes tiene
serias dificultades para el eprendizael algebra lineal, sobre todo porrsaturaleza abstracta
formal.

Las dificultades que se han reportado han motivado eljo de grupos de investigacic
en el mundo, que buscan explicar como los individuostruyen los conceptos basicos
algebra lineal. Por ejempDubinsky 1991) y otros miembros deesearch Undergraduat
Mathematics Education Commun(RUMEC por sus siglas en ingleshan disefiado teorias ¢
mirascon el objetivo de plaite propuestas didacticas y metodoldgices que buscan ayuda
estudiantes a superar sus dificultades al enfrentarse con los conceptos de combinaci
espacio vectorial, basconjunto generador, espacio generado, transformacion lineal, entr
Consideramogue el uso de laeoria APOE nos permitira determinarlas estructuras mer
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necesarias para construir un esquema del concepto de transformacion lineal, que tome como
elementos fundamentales su representacion matricial y geométrica a partir del concepto de base
ordenada.

Actualmente, se cuenta con descomposiciones genéticas validadas del concepto de
transformacion lineal y de Base de manera independiente. Roa-Fuentes y Okta¢ (2010) proponen
un analisis tedrico que toma la definicion de transformacion lineal; el andlisis de datos
publicados por las mismas autoras en 2012, muestra que los estudiantes utilizan la representacion
geomeétrica de la transformacion lineal para comprender ciertas situaciones planteadas en un
contexto puramente analitico. Ademas sefialan la dependencia de las transformaciones lineales
con el concepto de base. Este concepto fue estudiado por Ku, Oktacg y Trigueros (2008) haciendo
referencia a la base de un espacio vectorial como un conjunto ordenado de vectores linealmente
gue lo genera. Por su parte, Maturana, Rodriguez y Parraguez (2013), investigaron las
construcciones y mecanismos mentales necesarios para reconstruir el Teorema Matriz Asociada
a una transformacion lineal.

Por tanto es de nuestro interés estudiar la construccion del esquema de transformacion
lineal tomando como elemento principal el concepto de base ordenada. A partir de él
analizaremos las estructuras y los mecanismos que hacen parte del esquema y que pueden dar
lugar a la construccion de la representacion matricial y geométrica de la transformacion lineal. El
andlisis del rol de la base ordenada en el momento de construir una de las representaciones
mencionadas de la transformacion lineal, nos permitira establecer la evolucion del esquema de
este concepto a través de la descripcion de los niveles inter, intra y trans. Para esto tomaremos
como fundamento la primera descripcion de estos niveles presentada en Roa-Fuentes (2008).

Con este panorama en esta investigacion nos proponemos analizar las siguientes preguntas:

- ¢ Qué estructuras (Acciones, Procesos, Objetos, Esquemas) y mecanismos mentales
(interiorizacion, coordinacion, encapsulacion, tematizacion) debe construir un
individuo para lograr un esquema de transformacion lineal?

— ¢Através de qué mecanismo la base cpraoesq determina la representacion de
una transformacion lineal?

- ¢ Qué clase de situaciones matematicas deben abordarse en un curso regular de
Algebra Lineal para potenciar la construccion de desguema

De estas preguntas se desprenden los siguientes objetivos: El primero es construir en
términos de la Teoria APOE un esquema validado de transformacion lineal que tome como
elementos fundamentales su representacion matricial y geométrica a partir del concepto de base.
Y el segundo, disefiar con base en el analisis tedrico propuesto un modelo de clase que incluya
elementos curriculares y didacticos que motiven la construccion exitosa de los estudiantes del
esquema de transformacion lineal en cursos regulares de algebra lineal.

Teoria APOE

La Teoria APOE (acrénimo de Accion, Proceso, Objeto, Esquema) es una teoria
constructivista que toma como marco de referencia la teoria de Piaget, principalmente en el
concepto dabstraccion reflexivalogrado para describir el desarrollo del pensamiento l6gico en
los nifios; Dubinsky extiende esta idea al analisis cognitivo de conceptos matematicos que se
estudian en un nivel escolar superior (Dubinsky, 1991).
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Dubinsky (1991) considera cinco tipos de abstraccion reflexiva: la interiorizacion, la
coordinacion, la encapsulacion, la generalizacion y la reversion. Para la Teoria APOE, la
construcciéon del conocimiento matematico esta condicionada por el “paso” que un individuo
logra dar entre concepciones acciones, procesos Yy objetos, para lograr finalmente una estructura
general de su conocimiento en esquemas. Esta teoria da informacion acerca de las estructuras
mentales y de los mecanismos mediante los cuales éstas se logran cuando una persona construye
su conocimiento matematico al tratar de solucionar situaciones matematicas. En especial es util
para analizar conceptos matematicos avanzados; asi como también puede ser utilizada para
explicar las dificultades que los estudiantes presentan al construir un concepto 0 nocion
matematica.

En la Teoria APOE, la herramienta que permite describir la manera como se construye el
conocimiento es IBescomposicion Genéticga que describe aspectos constructivos de una
porcion de conocimiento matematico, que ademas se espera determine aspectos metodologicos
relacionados con la ensefianza de dicho conocimiento (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky,
Mathews y Thomas, 1996). La descomposicion genética es un camino cognitivo que explica las
relaciones que se deberian dar entre las estructuras (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) y
los mecanismos mentales (interiorizacion, coordinacion, encapsulacion, tematizacion,
generalizacion y reversion) para que un individuo logre construir un concepto y/o nocion
matematico.

Acciones Interiorizacién

ProcE€sos

Coordinacién

Objetos

Encapsulacidn

Des-encapsulacion

Figura 3 Estructuras y mecanismos mentales para la construccion del conocimiento matematico (Asiala
et al., 1996, p.9).

Como puede verse enfiégura 3, cuando un individuo inicia la construccion de un
concepto o nocibn matematica realiza transformaciones (acciones y procesos) sobre objetos
existentes Arnon, Cottril, Dubinsky, OkteRoa, Trigueros y Weller (2014); para la teoria
APOE, una Accion es una transformacion de un objeto que es el resultado de estimulos externos
y por lo general es realizada paso a paso por el individuo.

Cuando el individuo puede reflexionar sobre el concepto, sin realizar acciones especificas
sobre él, ha empezado a interiorizar dichas acciones en un Proceso. De esta manera, el individuo
podra conocer un resultado sin tener que realizar la totalidad de los calculos; ademas sera capaz
de invertir los pasos de una determinada transformacion sin tener que volver a realizarlos.

El Objeto es el resultado de la encapsulacion de un proceso. Es decir, el individuo piensa
en el proceso como un todo y, realiza y construye transformaciones sobre su totalidad.
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Arnon et al. (2014) describen el esquema de un individuo sobre un concepto matematico
como la coleccion de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que estan unidos por algunos
principios o relaciones generales para formar una estructura en la mente del individuo que puede
ser ejercida sobre una situacion problematica que implica ese concepto.

Método: Paradigma de investigacion de la Teoria APOE

La Teoria APOE proporciona un paradigma o ciclo de investigacion que consta de tres
elementos: Analisis teorico, disefio e implementacion de ensefianza y observacion, analisis y
verificacion de los datos. El ciclo de investigacion pasa a través de las tres componentes como se
muestra en I&igura 5.La aplicacion de este ciclo nos permitira obtener una descripcion de las
construcciones y mecanismos mentales que deben construir los individuos para lograr un
esquema de transformacion lineal y de esta manera responder a nuestras preguntas de
investigacion.

Analisis tedric

Observacion, andlisis y < > Disefio e implementacién de
verificacion de los datos ensefianza

Figura 4. Ciclo de investigacion (Asiala et al., 1996).

El analisis tedrico es la primera componente del ciclo de investigacion de la Teoria APOE,
se realiza un analisis tedrico del concepto a estudiar, y aqui se hace un analisis de las
construcciones mentales que debe desarrollar un estudiante para la comprension de dicho
concepto. Este andlisis nos lleva a la construccién e implementacion de una estrategia de
ensefianza, con el fin de que los estudiantes logren alcanzar las construcciones mentales
propuestas en el andlisis tedrico; en base a la descomposicién genética obtenida se disefian unas
actividades que se implementaran en la clase y para finalizar, a raiz de la aplicacion de disefios
de ensefianza se obtienen datos que se analizan desde la Teoria APOE, en algunos casos es
necesario refinar la descomposicion genética obtenida en el analisis teorico.

A continuacion describiremos en mas detalle cada una de las componentes:

1. Andlisis tedrico El ciclo parte de un analisis tedrico del concepto matematico y para ello
tiene en cuenta el andlisis de libros de texto y la experiencia de los investigadores (estudiante
y/o profesor), examenes diagnostico y los resultados de estudios previos, entre otros aspectos
que permitan obtener informacion sobre cémo se estructura el concepto, para luego
determinar un camino posible para la construccién de dicho concepto. De este analisis surge
una descomposicién genética, que como lo mencionamos anteriormente, es un camino que
nos muestra cOmo un individuo puede construir un concepto matematico en términos de las
construcciones y mecanismos mentales (Roa, 2008).

En nuestro caso, el analisis de libros de texto se basa en estudiar el concepto de
Transformacion Lineal y en cdmo esta relacionado con el concepto de base; ademas de
determinar cual es el rol que juega en dicha relacién la representacion matricial y la
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representacion geométrica (en el caso de las transformacioRésd®?). Por otra parte,
como hemos mencionado anteriormente, nos basamos principalmente en las descomposiciones
genéticas que ya han sido estructuradas sobre los dos conceptos de interés.

Todo esto sumado a la experiencia de las investigadoras como profesoras y estudiantes nos
permitir4 establecer de manera hipotética las relaciones que se destacan en la construccion del
Esquema de Transformacion Lineal. De este andlisis tedrico obtenemos una descomposicion
genética preliminar que nos permitird hacer los disefios de los instrumentos que aplicaremos y
una vez realizado el ciclo completo se determinara un andlisis mas refinado teniendo en cuenta el
trabajo que logran desarrollar los estudiantes. Damos lugar a la siguiente componente de
investigacion.

2. Disefo y aplicacion de instrumentds segunda componente del ciclo de investigacion tiene
que ver con el disefio y la aplicacion de instrumentos basados en los analisis teoricos (Asiala,
et al., 1996). Después de tener la descomposicion genética preliminar necesitamos
documentarla para validarla o refinarla. Por ello es necesario disefiar y aplicar instrumentos
que permitan identificar las construcciones mentales sefialadas en la descomposicién genética
y aquellas que no se hayan incluido pero que sean necesarias segun los procedimientos
realizados por los estudiantes (Roa, 2008).

Nuestro interés es realizar el ciclo completo, es por ello que a partir del andlisis tedrico no
solo queremos aportar una descomposicion genética del Esquema de Transformacion Lineal,
sino que ademas buscamos hacer sugerencias de tipo didactico sobre cdmo se debe desarrollar en
un curso de Algebra Lineal el concepto de Transformacion Lineal y ademés también cuestiones
de tipo curricular para que muestre que los conceptos no se construyen de forma lineal sino que
hay conexiones entre ellos que deben irse estableciendo previamente y dentro de esas conexiones
pensamos que va a jugar un papel importante la representaciéon matricial y en algunos casos su
representacion geometrica.

Entonces, a partir de la descomposicion genética preliminar se realizara un disefio de clase
y el desarrollo de dichas actividades seran trabajadas por tres profesores dentro de un curso
regular, con estudiantes de primer semestre de ingenieria y licenciatura en matematicas. Como se
menciond anteriormente, nos permitiran evidenciar las construcciones mentales de los
estudiantes.

3. Andlisis y verificacion de los datos?or ultimo, la tercera componente del ciclo de
investigacion es el andlisis y verificacion de los datos. En esta componente se analizan los
datos empiricos obtenidos en la componente anterior. Los datos obtenidos se analizan desde
la descomposicion genética preliminar teniendo en cuenta los elementos que no han sido
considerados o cuales de las construcciones dadas en la descomposicion genética preliminar
no se perciben. Después de este analisis obtenemos una descomposicion genética refinada
(Roa, 2008).

En esta componente con base en los analisis obtenidos en el aula se hace una
reestructuracion del andlisis tedrico, haremos entrevistas a los participantes que estuvieron en
esos eventos controlados de acuerdo a los resultados obtenidos en esta se validaran los disefios
de clase y como se mencioné anteriormente se obtendra una descomposicién genética refinada
del Esquema de Transformacion Lineal.
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Consideraciones finales

Los alcances de nuestro proyecto se relacionan con la construccion de materiales de clase,
que sean viables en el aula regular de los cursos basicos de Algebra Lineal. Esto a partir del
estudio de las estructuras y mecanismos mentales que propone la Teoria APOE asociados al
concepto Transformacion Lineal. La aplicacion completa del ciclo de investigacion propuesto
por la teoria, que se constituye en el método de nuestra investigacion, permite construir una
descomposicidén genética que apoye el disefio de materiales de clase para potenciar la
construccion exitosa de dicho concepto.

Con esta investigacion, esperamos obtener un Esquema validado de Transformacion
Lineal que tome como elementos fundamentales su representacion matricial y geométrica a partir
del concepto de base. Este a su vez nos dara informacion clara sobre la forma en que los
estudiantes construyen el concepto de Transformacion Lineal y la relacion de este concepto con
otros como el de base ordenada y la matriz de la transformacion.

Para ello disefiaremos un modelo de clase que incluya elementos curriculares y didacticos
gue motiven la construccion exitosa de los estudiantes del Esquema de Transformacion Lineal en
cursos regulares de Algebra Lineal. De esta manera también estaremos aportando a la Teoria
APOE una forma de estudiar el concepto de Transformacion Lineal, por medio de la integracion
de los conceptos de Transformacion Lineal y base ordenada a través de las relaciones entre las
diferentes estructuras que determina la construccion del Esquema.
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