Conferencia Interamericana de Educacion Matematica
X I v Conferéncia Interamericana de Educagdo Matematica
\ Interamerican Conference on Mathematics Education

i —
| e
" ~d
3-7 mayo
Tuxtla Gutiérrez, Chiapas, México |.

O estudo do Teorema Fundamental das Curvas Planas utilizando o
GeoGebra

André Lucio Grande

Faculdade de Tecnologia de Maua (Fatec-Maua)
Brasil

andremath@uol.com.br

Larissa de Oliveira Nunes

Faculdade de Tecnologia de Maua (Fatec-Maua)
Brasil

nuneslari2Zl@gmail.com

Marlon Polaz da Silva

Faculdade de Tecnologia de Maua (Fatec-Maua)
Brasil

marlonpolaz@gmail.com

Resumo

Esta oficina visa efetuar o estudo de algumas propriedades geométricas das curvas
planas parametrizadas diferenciaveis no sentido de encontrar qual é o seu invariante
geométrico, o que constitui a esséncia do Teorema Fundamental das Curvas Planas
(TFCP). Para tal estudo, sera utilizado o software GeoGebra como recurso
computacional auxiliar,o qual possibilita uma manipulagéo algébrica, geométrica e
numérica de forma dinamica e interativa dos objetos matematicos. Como
fundamentacéo teorica serdo utilizados alguns conceitos ligados ao papel da intui¢éo
e da l6gica na construgdo do conhecimento matemaético formulados pelo filésofo e
matematico francés Henri Poincaré (1854 — 1912). Este trabalho se constitui como
sendo do tipo qualitativo, tendo como procedimentos metodoldgicos a discussao de
questdes sobre o objeto matematico de estudo bem como a exploragdo e manipulagéo
de curvas planas por meio do GeoGebra procurando compreender as ideias
envolvidas no TFCP.
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Introducéo

Esta oficina originou-se como fruto de nossa experiéncia em salas de aula ao lecionar
dentre outras disciplinas Céalculo Diferencial e Integral (CDI) para os cursos de graduagdo em
Tecnologia.Durante algumas aulas, ao discutir com alguns alunos fungdes tais como polinomial
de primeiro e segundo graus, exponencial, logaritmica e trigonométrica, ao apresentar a
representacdo gréafica de tais fungdes, os estudantes tiveram curiosidade de saber diferenciar o
“formato” do grafico de uma funcéo quadratica de uma exponencial ou trigonométrica, por
exemplo, do ponto de vista geométrico e ndo algébrico, ou seja, como caracteriza-las de segundo
propriedades geométricas. Isso me fez refletir sobremaneira em grande medida sobre alguns
topicos abordados do CDI e suas possiveis interfaces com outras areas.

O Calculo Diferencial e Integral (CDI) constitui um importante dominio do conhecimento
matematico, sendo que essa disciplina ocupa um lugar de destaque nos cursos em que ela é
ministrada, além de ser utilizada nos varios ramos da Matematica. Dentre eles, a Geometria
Diferencial de um modo geralfaz um tratamento de curvas e superficies por meio do CDI e
possui aplicagdes em diversas areas tais comoFisica, Engenharia, Tecnologia e Astronomia.

Carmo (2012) considera a Geometria Diferencial sob dois aspectos: o estudo local das
curvas e superficies com o uso do CDI e como as propriedades locais influenciam nas
propriedades globais do objeto de estudo. As propriedades locais sdo aquelas que ndo pertencem
a forma do objeto geométrico em questdo como um todo, mas somente pertencem as vizinhancgas
de um ponto desse objeto. Temos, por exemplo, a curvatura de uma curva como propriedade
local das curvas e superficies. Ja as propriedades globais consideram o objeto geométrico na sua
totalidade, como, por exemplo,a dimensdo de uma curva ou o fato da mesma ser aberta ou
fechada.

O estudo da Geometria Diferencial permite a aplicacdo de diversos conceitos matematicos,
tais como curvas no plano e no espago e superficies, funcbes diferenciaveis, derivada e integral,
paralelismo, ortogonalidade e operacdes entre vetores, além de inter-relacionar diversos ramos
da Matematica, como o Calculo Diferencial e Integral, Geometria Analitica e Algebra Linear.
Sua importancia pode ser reiterada segundo Albuquerque (2004):

“Sem ddvida, a geometria diferencial joga um papel excepcional, mesmo na matematica,
toda se tal se pudesse considerar, porque afinal ela conjuga muitas e variadissimas das
mateérias da algebra e da analise. Aparece nas solucfes de problemas de varias variaveis
reais ou complexas, tratadas como espagos geométricos de dimensdo qualquer, ou nos
problemas de varidveis discretas, tratadas como abstracGes das anteriores (referimo-nos as
variedades algébricas); informa-nos sobre as propriedades intrinsecas da morfologia do
espaco e suas medidas”. (Prefécio do autor, 2004).

Ainda com relacédo ao seu estudo, o autor reitera que a Geometria Diferencial obriga uma
profunda reflex&o sobre os conceitos e leva-nos a formulagédo de novas ideias e teorias, a
descoberta de estruturas geométricas antes ndo imaginadas ou sequer procuradas.

Oficina XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



O estudo do Teorema Fundamental das Curvas Planas utilizando o GeoGebra 3

Dentre alguns conceitos abordados num curso de Geometria Diferencial, o estudo das
curvas planas, por exemplo, pode englobar alguns elementos que se inter-relacionam, tais como:

e 0 movimento de um ponto no plano que gera uma curva utilizando alguns conceitos de
Cinematica e Dindmica em Fisica;

e 0 estudo do contexto histdrico que envolve a génese e o desenvolvimento do objeto
matematico de estudo;

e aexploracdo do conceito de vetores e suas operagdes no R%e R3.

e 0 envolvimento de diversas areas da Matematica como Calculo Diferencial e Integral,
Geometria Analitica e Algebra Linear, dentre outras.

No que tange as pesquisas em Educacdo Matematica sobre o ensino e aprendizagem de
alguns topicos da Geometria Diferencial observou-se uma escassez de trabalhos e pesquisas
ligados ao assunto, o0 que se pode sugerir a possibilidade de investigacGes e uma maior
exploracéo do tema em sala de aula por parte dos professores, com uma ampla gama de
aplicagdes e conteudos que podem ser envolvidos em seu estudo.

Leivas (2009) em sua pesquisa defende a possibilidade de “geometrizar” o curriculo de
Licenciatura em Matematica, sendo que a imaginagao, intuicdo e visualiza¢cdo podem ser
exploradas por meio da Geometria Diferencial e da Geometria Analitica. Para o autor a derivada
de uma funcdo, por exemplo, pode ser aplicada e interpretada no estudo da Geometria
Diferencial como um vetor tangente em um ponto de uma curva ou no caso de uma superficie
pode-se associar 0 estudo das derivadas parciais como dois vetores linearmente independentes no
plano tangente num ponto dessa superficie.

A Matemética é uma ciéncia que se utiliza do raciocinio 1dgico-dedutivo, entretanto em
muitas situacdes, no tocante ao ensino de seus conceitos, ndo sao explorados alguns aspectos
cognitivos como a intuicdo, a imaginacao, o uso de recursos graficos e geometricos,
principalmente no processo de construcdo do conhecimento, sendo o tratamento dos objetos
matematicos feito de maneira axiomatica.

Além da possibilidade de relacionar diversos conteudos, por meio do contexto historico e
suas aplicacOes, a Geometria Diferencial permite a exploragdo da intuicdo geométrica e da
analogia com conceitos ligados a Fisica por meio da elaboracdo de conjecturas e hipoteses
objetivando a construcdo do conhecimento matematico, sendo que o tratamento desses objetos se
torna, com isso, uma valiosa experiéncia no ambito do ensino e aprendizagem da Matematica.
Esses elementos serdo levados em consideracéo e discutidos de acordo com o referencial tedrico
que serd apresentado a seguir.

Fundamentacao Tedrica

O filésofo e matematico francés Jules Henri Poincaré (1854 — 1912) defendia a intuicao
como uma ideia ou interpretacdo antecipada daquilo que se estd procurando, constituindo-se de
um sentimento que possibilita gerar hipoteses na constituicdo do conhecimento cientifico. O
autor faz criticas a ciéncia concebida como absoluta e inquestionavel, e discute a importancia da
intuicdo e da logica nesse processo de constru¢do do conhecimento matematico.
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O autor discute em suas obras, como A Ciéncia e a Hipdtese (1984), O Valor da Ciéncia
(1995) e Ciéncia e Método (2004) alguns temas sobre o papel da intuicdo, da logica e da hipotese
na construcdo do pensamento cientifico.

Poincaré defendia a intuicdo como papel central na questao da criatividade e a invencéo. A
intuicdo, segundo o autor, é uma faculdade do espirito, cuja funcdo é essencialmente heuristica,
pois para 0 mesmo, € pela intuicdo que se descobre e se inventa, mas € pela logica que se
justifica.

Com relacdo ao raciocinio intuitivo, o autor ressalta o apelo aos sentidos e a imaginacao,
também denominada de intuicdo sensivel, com o uso de representacbes geométricas, por
exemplo. Essa intuicdo, segundo ele, ndo pode nos dar a certeza, entretanto a mesma possui a
propriedade de instrumento da invencdo do conhecimento matematico.

Como exemplo, Poincaré (1995) considera a seguinte afirmacdo: “Se numa reta o ponto C
esta entre A e B e 0 ponto D esta entre A e C entdo o ponto D esta entre A e B”. Para comprovar a
veracidade de tal afirmacéo, somos levados ao recurso geométrico imaginando tal situacdo. Essa
afirmacdo constitui-se como uma propriedade topoldgica da reta.

O autor discute a importancia da Matematica refutando a mesma como uma ciéncia feita
tendo como vista aplicacdes, destacando que a mesma pode estar ligada a muitas outras areas.
Para 0 mesmo, a Matematica tem um triplice objetivo: deve fornecer um instrumento para o
estudo da natureza; além disso, tem um objetivo filosofico e estético. No que diz respeito ao
aspecto pedagdgico, ou seja, do ensino da Matematica, o autor defende que “o objetivo principal
do ensino da Matematica é o de desenvolver certas faculdades de espirito, das quais a intui¢éo
ndo é a mais importante”.

Sobre o primeiro objetivo descrito pelo autor é que gostariamos de nos ater e fomentar essa
pesquisa, pois varios de seus ramos sdo imprescindiveis para a compreensdo de inimeros
fendmenos ligados, por exemplo, a Fisica, que mesmo para o proprio autor, estabelece uma
relagdo limitrofe e de “boa vizinhang¢a” com a Matemaética. Pode-se considerar que a Geometria
Diferencial apresenta tais caracteristicas de se relacionar com outras areas como a Fisica assim
como desenvolver algumas cogni¢Ges como a intuicdo geomeétrica por parte dos estudantes.

Ainda sobre o0 uso da intuicdo geométrica, Poincaré (1995) cita o caso do matematico
alemao Bernard Riemann (1826 — 1866), que apresentou algumas ideias intuitivas muito
pertinentes que auxiliam a compreenséo de alguns conceitos geometricos.

“Entre os gedbmetras deste século, dois nomes sdo especialmente ilustres; sdo aqueles dos
dois cientistas que fundaram a teoria das funcdes — Weierstrass e Riemann. Weierstrass
reduz tudo a consideracao das séries e suas transformacGes analiticas; melhor dizendo,
reduz a andlise a uma espécie de prolongamento da aritmética; pode-se percorrer todos 0s
seus livros sem nele encontrar uma figura. Riemann, ao contrario, recorre a geometria:
cada uma de suas concepg¢des é uma imagem que, uma vez compreendida seu sentido,
ninguém pode esquecer”. (Poincare, 1995, p. 15).

No caso, por exemplo, de especificar distancias, Riemann ao reformular alguns conceitos
da Geometria procurou encontrar uma forma de medir a velocidade ao longo de uma trajetoria
numa variedade. Segundo o autor o Célculo oferece um meio automatico de medir os
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comprimentos das curvas, assim como a algebra e a trigonometria nos fornece insumos de se
medir angulos.

Em Geometria Diferencial, O Teorema Fundamental das Curvas Planas estabelece qual é o
invariante geométrico das curvas planas diferenciaveis parametrizadas, a menos sua posi¢do do
plano. Esse teorema engloba varios elementos cujo estudo pode sugerir o raciocinio intuitivo,
tais como equacOes paramétricas, vetores tangente e normal, comprimento de arco,
transformacdes rigidas.

Apesar de a Geometria Diferencial pertencer ao escopo da Matematica Pura, pretendemos
mostrar que o estudo de alguns tépicos como o Teorema Fundamental das Curvas Planaspode
emergir dessa forma algumas situacdes pertinentes no contexto do ensino e aprendizagem da
Matematica.

Diante desse cenario, esta oficina objetiva realizar um estudo de algumas curvas planas
utilizando um recurso computacional auxiliarcomo forma de introducao ao estudo da Geometria
Diferencial.

Selecionamos o software GeoGebra para a exploracdo das propriedades graficas e
geométricas dos objetos matematicos, visando trabalhar com os estudantes a ideia intuitiva das
propriedades locais por meio da Geometria Dindmica, o que pode contribuir para o aluno
formular conjecturas e testar hipoteses sobre alguns resultados.

Por Geometria Dinamica pode-se entender como a geometria assistida por computador, em
que 0s objetos matematicos, como retas, angulos e triangulos, podem ser movidos e
manipulados, ao contrario da geometria em que 0s objetos sdo construidos com instrumentos
euclidianos, como régua ndo graduada e compasso.

Nessa oficina pretendemos desenvolver por meio da construcdo de algumas curvas planas
parametrizadas diferenciaveis utilizando o GeoGebra algumas propriedades geométricas dessas
curvas, por meio de ideias intuitivas, formulacdo de hipoteses e conjecturas procurando
responder aos seguintes questionamentos:

e O que € uma curva plana?
e Quiais as propriedades locais e globais de uma curva plana?
e Como caracterizar uma curva plana? Quais sdo 0s seus invariantes geometricos?

Para responder tais quest6es, abordado o Teorema Fundamental das Curvas Planas, que
nos fornece justamente como se caracteriza uma curva plana, a menos de sua posi¢do no plano,
por meio de um conceito importante que pode ser estudado tanto em Geometria Diferencial
quanto no CDI, como a nocgéo de curvatura de uma curva.

Entretanto, para a compreensdo desse conceito, serdo apresentados a seguir algumas
definigdes e teoremas que constituem algunstépicos de Geometria Diferencial.

Alguns elementos da Geometria Diferencial

Para o estudo das curvas planas no R?, vamos apresentar alguns conceitos algébricos e
geométricos necessarios para o desenvolvimento dessa oficina.

Uma variedade é um espaco que pode ser descrito localmente através de coordenadas,
sendo o numero de coordenadas ou o0 numero de dire¢Bes independentes necessarias para
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representar todos os pontos proximos de um ponto dado num objeto chamado de dimenséao da
variedade. Esse numero de direcdes pode ser compreendido intuitivamente como 0 nimero
observado por alguém que “viva” sobre a variedade, e ndo o nimero de dimensdes necessarias
para conter o objeto. No caso das curvas planas, sua dimensao €é igual a um.

Sobre a dimensionalidade, Poincaré (1995) fez uma analise, mesmo que de forma intuitiva,
sobre uma definicéo a respeito desse conceito. O autor define essa no¢éo da seguinte maneira:

“E bem a mesma ideia; para dividir o espaco, é preciso cortes que chamamos de
superficies; para dividir as superficies, é preciso cortes que chamamos de linhas; para
dividirmos as linhas, € preciso cortes que chamamos de pontos; ndo se pode ir mais longe,
e 0 ponto ndo pode ser dividido, o ponto ndo é continuo; entdo as linhas, que podemos
dividir com cortes que ndo sdo continuos, serdo continuos de uma dimenséo; as
superficies, que podemos dividir com cortes continuos de uma dimens&o, serdo continuas
de duas dimensoes; enfim, o espaco, que podemaos dividir com cortes continuos de duas
dimensGes, serd um continuo de trés dimens@es”. (p. 49).

Variedades como curvas e superficies, por exemplo, podem ser alteradas ou “deformadas”
segundo uma transformacao topoldgica. Por transformacdo topoldgica de uma figura A em outra
A’ define-se como sendo uma correspondéncia

pep
entre 0s pontos p de Ae p” de A"com as seguintes propriedades:

1) Correspondéncia bijetiva, ou seja uma correspondéncia dos pontos uma a um de A para A
e vice-versa.

2) Correspondéncia continua em ambas as direcdes. Isso significa que se tomarmos 0s pontos
p e q de A e deslocarmos p de modo que p e g se aproximam de zero, entdo a distancia
entre p’e q"deA"se aproxima de zero e vice-versa.

Em sintese, de um ponto de vista topoldgico, as curvas planas sdo denominadas variedades
de dimensdo um, podendo ser classificadas em abertas ou fechadas, conforme a figura a seguir.
Essas curvas podem ser obtidas por meio de outras segundo transformacdes ou “deformacdes
continuas”, e que a transformacao inversa e reversivel e continua. Sendo assim, qualquer curva
aberta pode ser deformada e transformada numa reta, assim como curvas fechadas transformadas
circunferéncia.

20®

CURVAS SIMPLES CURVAS FECHADAS

Figura 1. Classificacdo das curvas
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Entretanto, no estudo das curvas planas, a pergunta que pode ser feita: qual o invariante
geométrico de uma curva plana transformada por um movimento rigido? Uma transformacao é
chamada de movimento rigido se qualquer par de pontos de imagem tem a mesma distancia que
0 par correspondente de pontos da imagem inversa. Por transformacdes rigidas temos, por
exemplo, as isometrias tais como rotacdes e translagoes.

A Geometria Elementar lida com grandezas tais como comprimentos, angulos e areas que
ndo sdo alteradas pelos movimentos rigidos. Entretanto esses movimentos sdo considerados
casos especiais de transformaces topologicas.

Para um estudo geométrico das curvas planas utilizando-se do CDI, uma curva no plano é
descrita dando-se as coordenadas dos seus pontos como fungdes de uma variavel independente.
Tais curvas sdo chamadas de curvas parametrizadas diferenciaveis e a varidvel independente
definida num intervalo real denomina-se parametro.

No caso das curvas planas diferenciaveis, por meio do estudo local de uma curva munido
de uma métrica (no nosso caso utilizaremos a usual, ou seja, a euclidiana) podemos segundo sua
curvatura caracteriza-la, a menos a sua posi¢do no plano.

Algumas defini¢Oes descritas segundo Tenenblat (2008) serdo apresentadas a seguir no
intuito de analisar algumas caracteristicas das curvas planas.

Curva Parametrizada Diferenciavel

Definicdo. Uma curva parametrizada diferenciavel do plano é uma aplicacdo diferenciavel
o de C*”, de intervalo aberto ] c R em R?. A variavel t € ] é dita parametro da curva, € 0
subconjunto de R? dos pontos a(t), t € I, é chamado trago da curva.

Essa definicdo também pode ser expressa pela seguinte representacdo: uma curva
parametrizada diferencidvel do plano é uma aplicacdo

a: >R?
t — a(t) = x(®),y®)
onde as funcgdes x(t) ey(t) sdo diferenciaveis de classe C*.
Vetor Tangente; Curva Regular

Defini¢do. Seja a: I —R? uma curva parametrizada diferenciavel que, acadat €I,
associa a(t) = (x(t),y(t)). O vetor

o’(t) = X'(1),y'(1)
é chamado vetor tangente a o em t.

Definigdo.Uma curva parametrizada diferenciavel o:: I —R? é ditaregularse Vt €
Lo’ (t) # 0.

Comprimento de Arco; Parametrizacédo pelo Comprimento de Arco

Definigdo. Seja a: I —-R? uma curva regular e fixemos ¢, e t; do intervalo I. A aplicagdo
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s(t) = f o (O] de

0

é denominada funcdo comprimento de arco da curvaa a partir de t,. Essa funcdo é diferenciavel
de classe C*, pois o € uma curva regular.

Proposic&o. Uma curva regularo: I —R? esta parametrizada pelo comprimento de arco se,
e so se, |a’(t)| = 1. Consequentemente, 0 comprimento do arco da curvac. a partir de t,a

tiéigualat; —tg , isto é:

s() = f Jw@ldt = — t

0

Férmula de Frenet. Curvatura

Se a: I —»R? é uma curva regular, parametrizada pelo comprimento do arco s, entio o
conjunto de vetores t(s), n(s) é dito referencial de Frenet e satisfaz as equagdes

t’(s) = k(s)n(s)
{n'(S) = —k(s)t(s)

O vetort(s) = (x°(s),y’(s)) é o vetor tangente unitario e n(s) = (—y’(s),x’(s))é o vetor
ortogonal a t(s).

O fator de proporcionalidade k(s)é chamado curvatura de o em s. A curvatura de uma
curva plana regular mede, intuitivamente, o quanto a curva se “dobra” no plano se constitui no
invariante geométrico das curvas, de acordo com o teorema a seguir.

Teorema Fundamental das Curvas Planas

a) Dada uma funcao diferenciavel k(s), s € I c R, existe uma curva regular o.(s),
parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curvatura é k(s).

b) Se duas curvas a.(s) e B(s) ttm a mesma curvatura, entdo diferem por sua posi¢do no
plano, isto é, existe uma rotagdo L e uma translagdo T em R? tal que:

B(s) = L(a(s)) + T(a(s))

Destacamos que o Teorema Fundamental das Curvas Planas nos mostra que o0 Unico
invariante geométrico de uma curva plana a menos de sua posi¢éo no planoé a curvatura.

Lembrando que a curva a(s) citada anteriormente é Gnica quando fixamos a.(sy)=pg €
a’(t) = vy,0ndev, € um vetor unitario de R?.
Metodologia e Procedimentos

Este trabalho apresenta as caracteristicas de uma pesquisa qualitativa, tendo como
procedimentos metodoldgicos a exploracao das propriedades geométricas locais das curvas
planas parametrizadas diferenciéveis utilizando como ferramenta auxiliar o software GeoGebra.

Procuraremos nessa oficina investigar esses conceitos descritos anteriormente por meio do
software Geogebra buscando caracterizar as curvas planas com a participacdo dos sujeitos da
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aprendizagem com a formulacdo de conjecturas e hipoteses de maneira intuitiva utilizando os
recursos do software de maneira interativa.

O GeoGebra permite ainda de maneira dindmica explorar tais conceitos sem recorrer a
excessiva manipulacao algébrica necessaria para se obter a parametrizacdo da curva pelo
comprimento de arco e, posteriormente, sua curvatura.

A oficina sera ministrada no Laboratorio de Informatica, com o nimero maximo de 20
participantes, tendo como publico-alvo de um modo geral estudantes e professores dos cursos de
Ciéncias Exatas e areas afins. Os participantes utilizardo o software GeoGebra, onde as curvas
planas serdo construidas e manipuladas. Além disso, 0s alunos receberdo material impresso
contendo informacdes e instrucbes para o desenvolvimento das tarefas.

Abordaremos os conceitos relacionados ao estudo das curvas planas apresentando como
fundamentacéo teorica as ideias ligadas ao uso da intuicédo e do rigor segundo o filésofo e
matematico francés Henri Poincaré que em seus trabalhos procura elucidar a importancia do uso
da intuicdo no processo de ensino e aprendizagem, particularmente na Matematica, destacando a
preocupacdo com as faculdades intuitivas dos alunos exigidas na aprendizagem e no contato
inicial com os objetos matematicos.

Objeto Matematico

No estudo proposto nessa oficina, inicialmente os participantes responderdo num protocolo
entregue no inicio da oficina, mesmo de maneira provisoria, as seguintes questdes:

e O que é uma curva plana?
e Quais as propriedades locais de globais de uma curva plana?
e Como caracterizar uma curva plana? Quais 0s seus invariantes geométricos?

Tais questdes podem ser respondidas e discutidas num primeiro momento, em que podem
ser dados exemplos e contraexemplos no sentido de se estabelecerem conjecturas e hipéteses a
respeito dos conceitos envolvidos.

Pode-se discutir também quais sdo as vantagens e desvantagens de se realizar um estudo
das curvas planas por meio de sua parametrizacdo ao invés, por exemplo, de sua expressao
analitica dada por uma funcdo, quer seja explicita ou implicita.

A seguir apresentaremos 0 exemplo da construgdo no GeoGebra de uma curva plana
parametrizada diferenciavel, que pode ser estudada tanto de maneira algébrica quanto
geomeétrica.

Vamos estudar algumas caracteristicas geométricas da parabola y = x2Convém destacar
que para a referida curva ndo temos somente essa parametrizacao possivel cujo traco € igual a
referida parabola e que nédo é o objetivo desse estudo discutir as propriedades geomeétricas da
parabola tais como reta diretriz, foco ou vértice da mesma.

As equacOes paramétricas dessa curva podem ser dadas segundo a aplicacéo:
a: | »R?

t — o(s) = (s,s2)
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O vetor tangente sera dado pora’(t) = (1, 2t) e 0 comprimento de arco sera obtido por
meio de I(s) = f:o V1 + 2s%ds, 0 que torna o calculo de sua parametrizacdo pelo comprimento

de arco extremamente trabalhoso do ponto de vista algébrico para o estudo do referencial de
Frenet e dacurvatura da curva.

Todavia 0 GeoGebra apresenta uma gama de recursos e comandos que facilitam a obtencéo
de tais elementos, e 0 seu estudo passa a ser realizado de maneira dindmica e interativa.

Para isso, basta criarmos as fungdes a(s) = t e b(s) = s? e definirmos a curva: c: [ »R?
c(s) = (a(s),b(s))
coml = [-5,5], por exemplo.

Podemos ainda criar um ponto P(a(s),b(s)) que pertenca a curva, teremos o traco segundo a
figura a seguir:

& GeoGeba = | (=]
Amquivo Editar Exbir Opgdes Fermamentas Janela Auda

* Janela de Visuslizagho

Entrada s &

Figura 2. Curva c(t) parametrizada diferenciavel

O GeoGebra permite obter os vetores v (tangente), n (normal), e seus respectivos vetores
unitérios u, eu,que constituirdo o referencial de Frenet. Além disso, € possivel determinar a
curvatura k da curva ¢ no ponto P, conforme a figura a seguir:
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£ exemplo-ciatm.ggh = | 12—
Arquivo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda
[l s w2 .
[ oA~ ] Bl @l ] gl e rac ]
¢ Janela de Algebra =1 » Janela de Visualizagio
Curvar Paramitnea
x = a(s)
¥ bs)
Fungiio
a(s)
B(s) = &
= Nimeto
4 8=03
= Porio
4 P=(L0.3,000)
= Vetor
( 0.65
Log |
a4 i 4
=108
v=|
065 |
-1
Entraada. 0]

Figura 3. Referencial de Frenet para a curva c.

Com o valor da curvatura k da curva é possivel construir um grafico k x s por meio de um
ponto C de coordenadas varidveis (s, k) que representa a variacdo da curvatura em funcéo do
parametro t e observar com isso 0 que ocorre com a forma da curva ¢ quando temos o valor de k
positivo, negativo, crescente ou decrescente, conforme a figura a seguir.

€7 exemplo-ciaem.ggh e | (5]
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Apda
lrw - 3 [
o el a:‘ :'_ UEI sl o0 liaee Lozt ’f‘ D &5
~ Janela de Visualizacio 2| = Janela de Visualizagio 2
Lo Li
y IL
1
il
5=03 4 s=03
—— [ ic e e
k = 1.26 b1t
F
[
(1] |
[
| |
geq |
| |
|
bsi |
| 1
n | |
/ 1
|l.'I o I'u
\ baal X
\ J/ AN
e — -_— H
0 po 1 4 a 2 [ i 1 3 4 [
-0z
Entrada (o]

Figura 4. Curvatura k da curva ¢

Essa construgdo permite, por exemplo, discutir nas aulas de CDI, em grande medida, a

questdo da monotonicidade de uma funcdo por meio de sua representacdo grafica e pelos sinais
das derivadas de primeira e segunda ordem da funcéo.

Uma exploracdo extremamente producente que pode ser realizada a partir do grafico k x t
seria procurar esbocar uma curva plana que represente a curvatura dada.

Oficina XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



O estudo do Teorema Fundamental das Curvas Planas utilizando o GeoGebra 12

Para estudar o Teorema Fundamental das Curvas Planas de uma maneira intuitiva podemos
construir outras curvas a partir da curva c(t) = (t, t>) por meio de transformagdes rigidas e
questionar o que acontece com o valor da curvatura bem como os vetores tangente e normal

Esse procedimento se configura num exemplo de se procurar formalizar a esséncia do
teorema de que o Unico invariante geométrico de uma curva plana, a menos sua posi¢ao no
planosob transformacdes rigidas é a sua curvatura.

A partir dai pode-se realizar manipulagdes com outras curvas planas parametrizadas como
forma de explorar os resultados encontrados.

Para se formalizar os conceitos abordados nessa oficina, as questdes propostas inicialmente
podem ser retomadas e discutidas provavelmente objetivando compreender melhor as ideias
envolvidas no teorema.

A proposta dessa oficina pode ser estendida, por exemplo, no estudo de curvas no R3, o
que possibilita a producdo de inimeras questdes conforme procuramos aqui descrever, o que
pode ser apresentada em uma proxima oportunidade.
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