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Resumo

Este artigo apresenta um material produzido, com o uso do computador, para o
ensino de conceitos do Calculo, no qual encontra-se, por exemplo, a constru¢do com
0 GeoGebra do grafico de uma funcéo continua ndo diferenciavel em todos os pontos
de seu dominio, com o intuito de explorar a relacao diferenciabilidade/continuidade
de funcdes reais. Esse material é embasado em referéncias tedricas propostas por
David Tall e colaboradores, e na escolha de um software adequado a tais referéncias.
A nocdo de retiddo local, por exemplo, € evocada para tratar do conceito de derivada.
Espera-se com este artigo contribuir com a ampliacdo necessaria da producéo de
materiais para o ensino que levem em conta resultados de pesquisas da Educagéo
Matematica.

Palavras-chave: Ensino Superior, Conceitos de Célculo, uso do GeoGebra, David Tall.

Introducéo

Este artigo apresenta um resultado parcial de uma pesquisa de doutoramento realizada no
ambito do Programa de Estudos P6s-Graduados em Educagido Matematica da PUC/SP. E
problematica dessa pesquisa a necessidade de elaborar material que visem preparar a Matematica
para os estudantes (Wilkelmann, 1994); existéncia de dificuldades relativas a aprendizagem de
conceitos do Calculo Diferencial e Integral, pois eles possuem uma “condicao privilegiada na
formacdo do pensamento matematico avangado” (lgliori, 2009, p. 13).
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O alvo da pesquisa € o desenvolvimento de materiais para o ensino de conceitos de Célculo
com o software de Geometria Dindmica, GeoGebra. A escolha desse software deve-se ao fato
dele ser gratuito, possuir interface simples e intuitiva e possibilitar o trabalho em conjunto da
Geometria, da Algebra e do Célculo. Esse software é munido das ferramentas necessarias para o
desenvolvimento das atividades deste artigo e possibilita a replicacdo das mesmas, pois ele ndo
requer computadores “poderosos” e possui uma versao mobile para dispositivos moveis (como,
smartphones e tablets). Além disso, o software possibilita a elaboracéo e modificacdo de applets,
tanto para uso em sala de aula quanto para disponibilizar em websites da internet.

A pesquisa se norteia por elementos tedricos desenvolvidos por Tall e colaboradores que
auxiliam a fundamentar a maneira pela qual o computador pode ser utilizado para o
desenvolvimento de abordagens de ensino com caracteristicas especificas nomeadas de
abordagens cognitivas, sendo essa uma abordagem para o curriculo que considera o estado
cognitivo atual do aprendiz e as estruturas do dominio de conhecimento dele de uma maneira
apropriadas a aprendizagem (Tall, 1986, p. 71).

Posteriormente, em Tall (2010), ele denominou outro tipo de abordagem para o ensino de
conceitos do Célculo indicada como uma

“[...] abordagem sensivel ao célculo é construida na evidéncia de nossos sentidos
humanos e utiliza esses insights como uma base significativa para varios
desenvolvimentos posteriores, do calculo pratico para aplicagdes para o
desenvolvimento teérico na analise matematica e até a abordagem légica na
utilizacéo dos infinitesimais”. (Tall, 2010, p. 1, tradugdo nossa).

O exemplo aqui apresentado foi explorado em Leyva e Padilha (2013) e esta disponivel, no
sitio’. Em Igliori e Almeida (2014) é apresentada, detalhadamente, a construcdo da funcio
“manjar branco” com o software GeoGebra, e também é possivel ver outra maneira de construir
essa funcdo no sitio®. O que diferencia o material apresentado neste artigo é o embasamento
tedrico segundo Tall (1982) para o uso do computador no ensino do Célculo.

O uso do computador no ensino segundo Tall

O computador pode contribuir para o desenvolvimento de abordagens sensiveis, visto que
por meio de softwares adequados é possivel desenvolver materiais significativos para um dado
dominio de conhecimento levando em consideracao os obstaculos conhecidos e procurando
resolver eventuais conflitos cognitivos potenciais de forma adequada (Tall, 1986, p. 71).

A potencialidade da utilizagdo dos computadores no ensino dos tépicos avancados da
Matematica e no que se refere a aprendizagem é reforgada pelo pesquisador inglés, quando diz
que € possivel

“[...] utilizar os computadores para visualizar conceitos matematicos de maneira
atil no Célculo e em Andlise. A utilizacdo criativa dos softwares, que plotam
gréficos, e das calculadoras gréaficas tem permitido aos estudantes lidar de maneira
significativa com conceitos como a diferenciacdo por meio da nocao de “retiddo
local”, integracdo por meio da soma de areas, e resolver equacGes diferenciais (de
1.2 ordem) por meio da visualizagio da construcéo das curvas solugdo com um
gradiente dado. Durante esse tempo, me tornei cada vez mais consciente do

! Enderego eletrdnico: http://users.dickinson.edu/~richesod/math361/nowherediff.html.
2 Endereco eletronico: http://www.geogebratube.org/student/m51030.
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conceito imagem limitado oferecido por graficos plotadores de graficos que s6
desenham graficos razoavelmente suaves dados por formulas” (Tall, 1993, p. 2,
traducdo nossa).

Nessa perspectiva, um computador, munido de um software adequado, pode ser utilizado
“para propiciar imagens que auxiliardo no desenvolvimento de topicos do Calculo e da Analise
(Almeida, 2013, p. 114).

Em Tall (2000) foi apresentada outra caracteristica que determinados ambientes
computacionais possuem e que pode ser utilizada para promover o desenvolvimento cognitivo
dos aprendizes. Tall diz que os computadores

“[...] podem executar quaisquer algoritmos de forma réapida e eficiente, além de
exibir o resultado final com uma gama de diferentes representacdes. Por exemplo,
os resultados podem ser representados visualmente e manipulados fisicamente.
Utilizando um mouse é possivel ao estudante construir relagdes corporificadas que
fazem parte de uma estrutura conceitual mais rica e ampla” (Tall, 2000, p. 10,
traducdo nossa).

Softwares, que provém um retorno imediato as alterac6es realizadas pelo usuario, séo
denominados pelo pesquisador como organizadores genéricos®, que é “um ambiente (ou
micromundo®) que permite ao aprendiz manipular exemplos e (se possivel) contraexemplos de
um conceito matematico especifico ou de um sistema de conceitos relacionados” (Tall, 2000, p.
10, traducéo nossa, grifo do autor). O pesquisador considera parte do desenvolvimento de
abordagens cognitivas a utilizacdo de organizadores genéricos, pois elas “dao ao aprendiz
experiéncias apropriadas de modo que ele esta cognitivamente pronto para novos conceitos
matematicos quando eles s&o introduzidos” (Tall, 1986, p. 5, tradugdo nossa).

Para o desenvolvimento de um organizador genérico é necessario selecionar uma ideia
importante e essencial, que sera o foco da atengdo do estudante. Num primeiro momento, essa
ideia ndo é, necessariamente, fundamental para a teoria matematica, porém, ela auxilia o sujeito a
desenvolver intui¢Bes apropriadas ao desenvolvimento tedrico. Segundo essas caracteristicas,
Tall formulou a nocéo de raizes cognitivas como “uma unidade cognitiva que é (potencialmente)
significativa ao estudante naquele momento, no entanto deve conter sementes de uma expanséo
cognitiva para defini¢des formais e desenvolvimento tedrico futuro” (Tall, 2000, p. 11, traducdo
nossa).

Tall (2001) destaca a importancia dos aspectos sensdrio-motores e visuais, na composi¢do
do pensamento matematico, e que esses atuam numa interface que utiliza o computador. Por
meio de ac¢des simples, como, por exemplo, clicar em determinado local e a utilizacdo do teclado
para atribuir um valor a uma variavel, “fornecem suporte para conceitos tedricos de alto nivel”
(Tall, 2001, p. 211, tradugdo nossa).

A manipulacgéo simbdlica, que foi ampliada na década de 80, € outra caracteristica dos
ambientes computacionais destacada pelo pesquisador. Essa aprimorou a realizacdo de célculo
numérico dos computadores. Além disso, naquela época, Tall revela-nos a seguinte crencga:
“Havia a crenca generalizada de que o computador poderia acabar com toda a desordem

® Tradugéo do termo original generic organisers.
* Esse termo é utilizado pelo pesquisador no sentido que Papert (1980, p. 117 apud Tall, 1986) como “um
mundo autossuficientes no qual certas questfes sdo relevantes e outras ndo”.
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desnecesséria de célculos e manipulacfes, permitindo ao individuo se concentrar mais em ideias
essenciais” (Tall, 2001, p. 212, traducdo nossa). Apesar dessa crenca, Tall revela um perigo,
existente na utilizagdo de determinados softwares, que realizam manipula¢es simbdlicas: apesar
deles reduzirem o “fardo” das manipulacdes simbdlicas pelo sujeito, eles podem substituir um
procedimento realizado com lapis e papel por uma sequéncia de teclas digitadas (Tall, 2001, p.
213).

Com o intuito de reduzir a tenséo cognitiva do aprendiz em um curriculo de Matematica
que utiliza o computador, Tall formulou o Principio da Construcdo Seletiva®. Com esse
principio, o educador deve elaborar um ambiente no qual o aprendiz possa focar em determinada
parte da teoria, ao passo que determinados processos subjacentes, que ndo sao o objetivo do
educador naquele momento, séo executados pelo computador (Tall, 2001, p. 213). Um exemplo
de utilizagéo desse principio, relatado por Tall, aconteceu na pesquisa de Gray e Pitta (1997 apud
Tall, 2001). Nessa pesquisa, o software realizava os calculos e o sujeito concentrava-se nas
relacdes numeéricas apresentadas e ndo nos processos de contagem que faziam parte de repertorio
de estratégias dele.

Outra caracteristica valiosa dos ambientes computacionais é que eles possibilitam o
desenvolvimento de atividades de experimentacdo. Por meio de atividades adequadas, 0 sujeito
pode observar determinado fendmeno e atribuir sentido a ele. Esse pode auxilia-lo no
desenvolvimento das propriedades matematicas envolvidas naquela atividade (Tall, 2001, p.
225).

Entretanto, Tall chama atencdo para um importante aspecto que deve ser considerado
quando a tecnologia € utilizada para o desenvolvimento da Matematica, pois as “experiéncias
desenvolvem aspectos perspicazes que apoiam a teoria, mas também podem levar a uma
variedade de outras imagens mentais que podem ser diferentes das ideias matematicas
atualmente detidas por especialistas” (Tall, 2001, p. 230, tradugdo nossa).

No que segue sdo apresentados elementos, desenvolvidos por David Tall e colaboradores,
para o desenvolvimento de abordagens de ensino especificamente para o conceito de derivada.
Esses elementos foram implementados pelo pesquisador inglés utilizando outras plataformas,
como o software Graphic Calculus, desenvolvido pelo proprio pesquisador e outros. Neste artigo
esses elementos séo implementados no software GeoGebra e visam facilitar a utilizacao das
ideias desenvolvidas por David Tall por pesquisadores e pessoas interessadas pela Educacéo
Matematica no Ensino Superior.

Elementos tedricos para o desenvolvimento do conceito de derivada de uma funcéo real

Nesta secdo é apresentada a noc¢éo de retiddo local definida pelo pesquisador inglés como
uma raiz cognitiva apropriada para o conceito de derivada. Essa nogdo estd baseada na percep¢édo
de quanto maior a ampliacdo menor sera a curvatura (Tall, 1989). Tal nocéo seria apropriada ao
conceito de derivada, pois ela permite que a inclina¢do da funcéo seja vista no proprio grafico
(Tall, 2000, p. 11). Nesse sentido, a representacéo grafica de funcao diferenciavel, quando
ampliada em determinada porcéo, assemelha-se localmente a um segmento de reta. Observe a
Figura 1, nela é possivel perceber que uma curva diferenciavel, localmente, assemelha-se a um
segmento de reta:

® Tradug&o para o termo original The Principle of Selective Construction (Tall, 1993 apud Tall, 2001, p.
222)
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Figura 1. Uma pequena porgdo da curva assemelhasse a um segmento de reta (Tall, 2010, p. 11).

Em um ambiente computacional, Tall elaborou o organizador genérico Magnify, que faz
algo similar ao feito na Figura 1, pois “permite ao usuario focar sua atencédo no grafico e tracar
uma parte ampliada dele numa segunda janela” (Tall, 2000, p. 11, traducéo nossa). Na Figura 2
apresenta a funcao real dada pela seguinte sentenca g(x) = sen x:
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Figura 2. A utilizacdo do organizador genérico Magnify (Tall, 2000, p. 12).
A relacdo entre os conceitos de continuidade e diferenciabilidade de uma funcéo real, é
dada pelo seguinte resultado: Sejaf: X cR — R e x, € X, se f é diferenciavel em X, entéo f é

continua em X,. A reciproca desse resultado é falsa, pois existem fungdes continuas em

determinado ponto do dominio, que néo é diferenciavel nesse ponto. Em geral, o contraexemplo
para a reciproca do teorema é a fungdo modular, ou seja, a funcdo real definida pela h(x) = | x|.

Em x =0, ela € uma fung&o continua, mas néo € diferenciavel em 0, pois o Iing(O)
x—0 X—

existe. No entanto, essa € uma funcdo em que a diferenciabilidade ndo é garantida apenas em um
ponto, o ponto zero. Um exemplo de uma fungéo continua e ndo diferenciavel em nenhum ponto
de seu dominio pode causar desconforto e por isso ndo é comumente apresentado.

nao

Pela retiddo local, é possivel inferir que uma funcdo que é continua num determinado
ponto, e ndo diferenciavel nele, localmente, possui uma representacéo grafica, que nédo se
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assemelha a um segmento de reta. Por exemplo, considere a fungéo real dada pela seguinte
2
sentenca m(x) = x° . A representacdo grafica dessa fungéo, numa vizinhanca de 0, € a seguinte:

T T T T
-0.04 -0.0z o] 0.0z 004

Figura 3. O gréfico da funcdo m, dada pela sentenca m(x) = X%, numa vizinhanca de 0.

Nessa vizinhanca o grafico da funcéo ndo se assemelha a uma linha reta, entdo para
concluir que a fungdo m ndo é diferencidvel em x = 0 € preciso verificar que ndo existe o seguinte
limite:

. mix)—m(zxy)
lim, _o———— — 1)

Fato que é comprovado, porque os limites laterais, pela direita e pela esquerda, ndo séo

finitos.

Vale destacar que casos como esses sdo explorados em livros de Calculo, editados
atualmente.

Por exemplo, em Boulos (1999, p. 73) foi exemplificado, na Figura 4, situa¢des nas quais
ndo existe a reta tangente a um gréfico.

(a) (b)

Y

><

fix)

D

x

Figura 4. Exemplos de gréficos de fun¢des que ndo possuiam derivadas em determinados pontos de
Boulos (1999).

Em Stewart (2005) sdo apresentados outros exemplos nos quais é possivel verificar quando
o gréafico de funcéo ndo € diferenciavel. Segundo esse autor, “se o grafico de uma funcéo f tiver
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uma “quina” ou uma “dobra”, entdo o grafico ndo tera tangente nesse ponto e f ndo sera
diferenciavel ali” (p. 145).

Na Figura 5, sdo apresentadas trés maneiras, nas quais é possivel identificar quando o
grafico de uma funcédo ndo é diferenciavel num dado ponto.

yh yh y“

0 . ! 0 . r 0

-
R )

Figura 5. Trés maneiras nas quais uma funcdo f ndo é diferenciavel em a (Stewart, 2013, p. 145).

Além dessa figura, na se¢do “Como uma Fung¢do Pode N&ao Ser Diferenciavel?”, de
Stewart (2013), € apresentado algo se assemelha com a nocéo de retiddo local, pois o autor
salienta que no caso de uma funcdo diferenciavel, “o gréfico vai se endireitando e se parecera
cada vez mais com uma reta” (p. 175) e no caso de uma funcédo ndo diferenciavel, o fenbmeno
descrito ndo ocorre.

Objetivando ampliar a compreensédo do aprendiz sobre a no¢éo de diferenciavel, o
pesquisador inglés promoveu um estudo de uma funcdo continua e ndo diferenciavel em todos os
pontos do dominio: a fungdo “manjar branco®. A partir desse exemplo, segundo David Tall, é
possivel formular “uma explica¢do conceitual da continuidade e da diferenciabilidade que s&o
formalmente corretas e tém uma interpretacao pictorica adequada” (Tall, 1982, p. 11, traducéo
nossa).

Por meio da nocdo de retiddo local seria possivel estimular a imaginacéo do estudante a
conceber como seria a representacao grafica tanto de uma funcdo diferenciavel quanto de uma
funcéo ndo diferenciavel em determinado ponto do dominio. Para que isso ocorresse, a
representacdo grafica dessa funcéo deveria permanecer “com bicos”, ndo importando o quanto
essa fungédo fosse ampliada.

A funcdo “manjar branco”, denotada por b, € uma funcéo cujo dominio é o intervalo
fechado [0,1] e o contradominio é o conjunto dos nimeros reais, e € definida em cada ponto de
seu dominio como o limite da série de fungdes nesse ponto, isto é:

b(x) = lim, __ X", f; (x) (2)

O termo geral da sequéncia de fungbes f :[0l]] > Ré f (x)= 1

2n—1

f(2"*.x) sendo f, uma

funcéo real de uma variavel real definida por f(X) = | X —(x) | [l

® Tradugéo do termo inglés blancmange function, que segundo Tall (1982) foi cunhado por John Mills.
" Sendo que (x) denota a imagem da funcéo real (), que é definida do seguinte modo: sabe-se niimero real
X pode ser escrito como x =z + d, com Z € Z, um inteiro fixo, e d € [0,1). Com isso, essa funcéo é

definida pelas sentencas:
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Na Figura 6, é apresentada a representacdo grafica da soma parcial dos trinta primeiros
termos da sequéncia de fungdes, cujo limite é a funcdo “manjar branco™ .

Janela de Visualizagido

30

0.8

054

0.4+

034

0.2

0.1+

i T T T T T T T T T
0 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0g 1 1.1 1.2

30

Figura 6. Representacao da soma parcial ; fi (x) , sendo que (), _ éasequéncia de fungBes definida

neN

nos paragrafos anteriores.

No ponto de vista do pesquisador inglés, por meio do exemplo da funcdo “manjar branco”
seria possivel formular “uma explicacdo conceitual da continuidade e da diferenciabilidade que
sdo formalmente corretas e tem uma interpretacao pictorica adequada” (Tall, 1982, p. 11,
traducdo nossa).

Consideracoes finais

Neste artigo foram apresentados materiais que auxiliam o desenvolvimento de uma
abordagem de ensino baseada em elementos desenvolvidos por David Tall e colaboradores, para
o0 conceito de diferenciabilidade. Essa abordagem € integrante da tarefa de organizagéo de
material que visa a “preparacdo da matematica para os estudantes” conforme Wilkelmann
(1994). E os materiais para o ensino podem auxiliar o professor a desenvolver, no aprendiz, um
conceito imagem rico para o conceito de derivada.

z se0<d<05

=(z+d) =
() =(z+d) {z+l se05<d <1

® para mais detalhes sobre a construcdo dessa funcéo no software GeoGebra, consulte Igliori e Almeida
(2014).
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Para o conceito de derivada foi apresentada a nogéo de retiddo local, na qual o aprendiz
pode desenvolver elementos que o auxiliem a identificar quanto uma funcdo é diferenciavel, num
dado ponto, a partir do grafico da funcdo. Além disso, pelas reflexdes propostas pela nogéo é
possivel discutir como seria o grafico de uma funcéo continua e néo diferenciavel em todos os
pontos do dominio da funcéo.

Outro ponto objetivado no artigo é mostrar que o software GeoGebra possui ferramentas,
comandos e fungdes predefinidas que possibilita ao professor a elaboragdo de materiais didaticos
significativos para o ensino e aprendizagem de conceitos abordados na Educacao Superior, em
especial do Célculo Diferencial e Integral.

Por fim, espera-se que tanto com os exemplos expostos quanto as ferramentas exploradas
possam ser utilizadas no desenvolvimento de novas abordagens que contribuam com o avanco da
Educacdo Matematica no Ensino Superior.
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