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Resumen

En este trabajo se reporta un estudio sobre el conocimiento matematico especializado
del profesor en una situacion de clase en la que se explora un problema abierto. El
problema escogido se encuentra en al ambito de la investigacién matematica y la
modelacion. La investigacion se abordé cualitativamente como un estudio de caso,
siendo los informantes profesores de matematica que frecuentaban un curso de
posgrado. El analisis de los datos se realizo enfocandose en el conocimiento
especifico del profesor, observando caracteristicas respecto a ese conocimiento. Los
resultados preliminares indican la existencia de caracteristicas del conocimiento
“ideal” del profesor, que permitirian auxiliar a los estudiantes en procesos de
investigacion matematica, lo que ayudaria a que los profesores comprendieran qué y
por qué sus estudiantes hacen ciertos procesos de desarrollo en determinados
momentos.

Palabras clave: conocimiento matematico especializado del profesor, formacion de
profesores, investigacién matematica, problemas abiertos.
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Introduccion

El conocimiento del profesor de matematicas puede ser considerado bajo una multipicidad
de perspectivas y conceptualizaciones. Una de esas conceptualizaciones se refiere al
Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas — MTSK (Carrillo, Climent,
Contreras, & Mufioz-Catalén, 2013). Lo consideramos como aquel conocimiento especializado
“ideal” que requiere un profesor de matematica para la gestion del proceso de ensefianza
teniendo como objetivo, entre otros, que sus alumnos entiendan los porqués de las cosas. Este
conocimiento especializado del profesor, le permitiria, entre otros, proponer situaciones o
problemas de investigacion, y comprender qué hacen sus estudiantes en determinados momentos
de la resolucion y por qué, asi como también, perspectivar posibles conexiones entre distintos
topicos y en un mismo tépico.

Por otro lado, segun Ponte, Brocardo y Oliveira (2003), una investigacién matematica
ocurre en torno a uno 0 mas problemas. Un problema, a diferencia de un ejercicio, es una
situacion ‘mads abierta’, en que no se dispone de un método claro para su pronta resolucion y que
puede ser resuelta abordando diferentes caminos (Ponte et al., 2003). Asi, los procesos que
envuelven investigaciones matematicas, suman un ambiente de complejidad (Morin, 1990). Un
ambiente complejo es aquel en que ocurre un alto nimero de interacciones y de interferencias, en
el cual puede estar presente la incertidumbre y multiples posibilidades de imprevistos (Morin,
1990). Ese ambiente complejo puede incomodar tanto al alumno como al profesor, quien guia y
orienta en los procesos de resolucidn, pues el profesor puede sentir que esta saliendo de su zona
de comodidad y esta entrando en una zona de riesgo (Borba & Penteado, 2001). Sin embargo, ese
es un ambiente muy propicio para que los alumnos desarrollen capacidades de orden superior, de
construccién de conocimiento, como la capacidad de resolucién de problemas a partir de la
realidad. La capacidad de nivel superior se entiende como una capacidad de mirar méas adelante y
con una perspectiva de construir y desarrollar un conjunto de habilidades y conocimientos que le
permitan percibir las distintas redes de conceptos matematicos, para maximizar asi sus
conexiones.

Las situaciones de investigacion se encuentran, necesariamente, relacionadas con la
resolucion de problemas —uno de los aspectos centrales en los curriculos de muchos paises (e.g.,
NCTM, 2000; Brasil, [Ministerio de Educacion y Ciencia [MEC], 1998]; Portugal [Ministerio de
Educacion y Ciencia [MEC], 2013]; Chile [MINEDUC, 2013]), correspondiendo asi a uno de los
aspectos centrales en el conocimiento del profesor — formular y enunciar problemas ricos que
permitan que los alumnos hagan, entre otras cosas, preguntas de estilo ¢por qué? (Ball, Thames,
& Phelps, 2008; Ribeiro, Amaral, Pinto, & Flores, 2014). En particular, los problemas abiertos
son aquellos en que los profesores pueden enfrentar con mas facilidad situaciones de
improvisacion (Ribeiro, Monteiro, & Carrillo, 2009), que implican momentos de contingencia
(Rowland, Huckstep, & Thwaites, 2005). Estos problemas corresponden a situaciones en que el
alumno necesita disefiar diversas formas de solucion, pudiendo resolverlas a través de diferentes
mecanismos. Los mecanismos utilizados por los alumnos pueden ser muy distintos a los del
profesor, lo que puede condicionar o limitar el feedback que el profesor va a proporcionar a los
alumnos, y luego, puede también condicionar el desarrollo del conocimiento matematico del
propio profesor (Jakobsen, Ribeiro, & Mellone, 2014).

Considerando estas dos perspectivas — del conocimiento especializado del profesor y del
desarrollo de problemas de investigacién matematica — como aspectos centrales en el proceso de
ensefianza, es asi esencial poner el foco en una practica (el analisis de problemas) que permita
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obtener una comprension y vision mas amplia y profunda sobre los aspectos involucrados para
mejorar y establecer relaciones entre estas dos perspectivas. Esta importancia se asienta también
en el hecho de que, el profesor y especialmente su conocimiento, es el factor que més influencia
los aprendizajes y resultados de los alumnos (e.g., Nye, Konstantopoulos & Hedges, 2004). En
este trabajo, parte de un proyecto méas amplio, centramos nuestra atencién en una situacion de
clase en que profesores que frecuentan un curso de posgrado se encuentran frente a problemas
abiertos. Aca4, a partir de un estudio exploratorio, nos enfocamos en obtener una comprension
mas amplia sobre el conocimiento especializado (tipo, forma y contenido) que ponen en juego un
conjunto de profesores de matematica en procesos de resolucién de un problema abierto, en que
su resolucion puede estar involucrada en el disefio de diversos modelos y sus correspondentes
contenidos matematicos asociados.

Marco referencial

Los trabajos de Shulman (e.g., Shulman,1986) se configuran como un marco esencial para
obtener formas de comprender al profesor y la importancia de su conocimiento para la préatica.
En particular, ponemos el foco en el conocimiento del contenido y en el conocimiento didactico
del contenido como siendo algo esencial, pero distinto. A partir de sus trabajos, en los ultimos
afios han emergido varias conceptualizaciones del conocimiento del profesor, siendo una de ellas
la que se refiere al Mathematics Teachers Specialised Knowledge (MTSK). Esta
conceptualizacion emerge en un intento de refinar la conceptualizacién del Mathematical
Knowledge for Teaching (Ball et al., 2008) pretendiendo solventar algunas de las problematicas
que surgen al usar éste como herramienta de analisis del conocimiento del profesor. EI modelo
MTSK (Figura 1) conserva la dicotomia propuesta por Shulman (1986) entre conocimiento de la
materia (SMK), concretado en este caso en conocimiento matematico (MK), y conocimiento
didactico del contenido (PCK).

Por el contexto y objetivo del trabajo que se presenta aca discutimos solamente los
subdominios al respecto del MK.* En cuanto al conocimiento matemético, se proponen tres
subdominios, que pretenden abarcar las diferentes naturalezas que este conocimiento puede
adoptar en el razonamiento de un profesor: Conocimiento de los Temas (KoT); Conocimiento de
la Estructura Matematica (KSM); Conocimiento de la Practica Matematica (KPM). El KoT
engloba el conocimiento de los conceptos, procedimientos, propiedades de los conceptos y los
fundamentos de éstas, ejemplos, o fendmenos ligados al concepto en cuestion. Es un subdominio
que abarca tanto la matematica que han de conocer los alumnos, como los fundamentos que
requiere el profesor para comprender de manera mas profunda (Ma, 1999) la matematica
abordada en el aula. EI KSM abarca las reflexiones establecidas por un profesor en pos de
comprender los conceptos matematicos integrados en una red de relaciones y conexiones. En este
subdominio tienen especial relevancia dos elementos, las conexiones (Gamboa & Figueiras,
2014), y los conceptos matematicos transversales a la matematica escolar, como el infinito, que
condicionan la cognicién de multitud de conceptos. Cuanto al KPM, se refiere al “saber hacer”
en matematicas, es decir, conocer las reglas de argumentacion en matematicas, distintas formas
de demostrar, heuristicos en resolucion de problemas, o las propiedades que ha de poseer una
definicion. En el centro del modelo podemos encontrar las creencias (Beliefs), tanto acerca de las
matematicas, como de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, que permean el

! Para una explicacién méas completa de todos los subdominios de esta conceptualizacion consultar, por ejemplo,
Carrillo et al., (2013).
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conocimiento del profesor, dotdndolo de una componente fuertemente afectiva (Ponte, 1994).

En cuanto al foco en los problemas, Ponte et al. (2003) sefialan que un proceso de
investigacién matematica puede acontecer en torno de uno 0 méas problemas. Un problema, a
diferencia de un ejercicio, es una situacion en que el alumno no dispone de un método claro para
su inmediata resolucién. Una investigacion se refiere a una situacion ‘mas abierta’, donde los
alumnos tienen que definir pardmetros y variables para abordar el problema, y su resolucion
puede abarcar diferentes formas de desarrollo. Estas actividades son un poderoso proceso de
construccién de conocimiento, que puede incluir la formulacién y exploracion de preguntas, la
formulacién de conjeturas, las pruebas de sus formulaciones, y la justificacion y evaluacion de
sus resultados. En nuestro estudio, utilizamos un problema al que caracterizamos como ‘abierto’
y que para su resolucién se requiere que los estudiantes disefien uno o mas modelos que les
permitan abordar la situacion, y luego de resolverlos, tomar una decision para responder al
problema.
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Figura 1. Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas, MTSK.

Dado que en nuestro contexto, la investigacion y la modelacion de las respuestas son
elementos centrales, creemos necesario discutir la nocién de modelacion matematica. La
modelacién matematica, en el contexto de Educacion Matematica, considera aspectos como
problema, realidad y modelo, que se encuentran en estrecha relacion entre si. Las formas de ver
estos aspectos llevan a diferentes perspectivas de lo que es modelacién. Por ejemplo, la realidad
puede ser vista como la realidad cotidiana del punto de vista del alumno, o bien, como la realidad
de un profesional o de un matematico. Un modelo puede ser visto como una representacion
matematica cualquiera, pudiendo ser una ecuacion, una relacién, un dibujo, una tabla o un
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grafico. Williams y Goos (2013) indican, que a pesar de las diferentes categorizaciones que se
establecen en modelacion matematica, existe una diversidad siempre creciente de puntos de vista
diferentes de lo que es modelacion. Las autoras, inspiradas en el trabajo de Wartofsky (1979),
abordan una definicion de modelo 0 modelacion de una forma amplia, de tal manera que pueda
incluir diferentes perspectivas. Williams y Goos (2013, p. 550) establecen que “un modelo (o
modelacion) es un medio de ver una situacion (el dominio destino, a veces llamado lo ‘real’) a
través de lentes de otra situacion (el dominio origen o ‘modelo’ a veces llamado de
‘matematica’)”. Asi, un problema es una situacion o dominio cualquiera y el modelo es otra
forma de ver la misma situacion, que puede ser matematica.

El desarrollo de un problema con este conjunto de caracteristicas, de situaciones de
investigacion y modelacion, promueve un elevado nivel de interacion en los participantes en su
resolucion. Silva (2000) describe que en una clase interactiva el alumno no es un receptor pasivo
(como en un modelo de ensefianza emisor/receptor), es un nuevo receptor en la sociedad del
conocimiento, capaz de modificar, crear, intervenir y escoger. En ese sistema, el profesor tiene el
gran desafio de construir una red de posibilidades para que el alumno pueda recorrer y
experimentar; pero también, tiene la responsabilidad de poseer un conocimiento que le permita
atribuir sentido y significado a las posibles respuestas de los alumnos, a pesar de que estas esten
fuera de su propio espacio de soluciones (Jakobsen et al., 2014). Cuando el profesor adopta en
sus clases problemas que involucran investigacion y modelacion, puede sentir que sale de su
zona de comodidad y entra en una zona de riesgo (Borba & Penteado, 2001). La incomodidad
puede responder a que la resolucién de un problema abierto puede dar paso a la aparicién de
diversos topicos, de situaciones de improvisacion y de momentos de contingencia (e.g., Ribeiro
et al., 2009; Rowland et al., 2005), como también puede encontrarse con la dificultad de
establecer el tiempo concreto que puede envolver la resolucion. De la misma forma, el
estudiante, en caso que no este acostumbrado a este tipo de problemas, puede sentirse incémodo,
ya que frente a problemas abiertos, debe desarrollar y movilizar nuevas capacidades — una
aproximacion al desarrollo de conocimiento muy distinta de lo que ocurre en la denominada
ensefianza tradicional/transmisiva. Ambos, estudiante y profesor, se encuentran en un ambiente
de multiples posibilidades de resolucion, y con posibilidades de errores e imprevistos. Por este
motivo, es esencial que el profesor posea un conocimiento especializado, en todos sus
subdominios, de modo que esté en condiciones de poder interpretar y atribuir sentido a las
resoluciones y comentarios de los alumnos, contribuyendo para el desarrollo sostenido de su
conocimiento matematico.

Contexto y método

El trabajo que ahora se presenta es parte de un proyecto mas amplio, que tiene por objetivo
altimo conceptualizar tareas para la formacion de profesores, que se enfoquen en desarrollar su
conocimiento matematico especializado. El trabajo se aborda como un estudio de caso, el que
segun Goldenberg (2004), busca la exploracién intensa de un Unico caso, para el cual no interesa
obtener medidas estadisticas ni la generalizacion de los resultados. El caso en nuestro estudio
corresponde a dos grupos de profesores que frecuentaban una asignatura de posgrado enfocada
en el desarrollo del conocimiento matematico especializado del profesor y del investigador.

El estudio incluy6 dos sesiones de clases en las cuales se desarrollé un problema y sus
variantes, cuya gestion realizo la primera autora, que presentd un problema abierto con el fin de
discutir el conocimiento del profesor involucrado en esa situacion. En este trabajo solo se reporta
lo relativo al problema inicial en una de las sesiones. En el estudio participaron siete profesores
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que formaron dos grupos de trabajo. Todos los participantes son profesores de matematica
titulados, estudiantes de posgrado y algunos de ellos candidatos a ingresar al posgrado, que
ejercen o ya han ejercido como profesores de matematica en diferentes niveles educativos. La
recoleccion de datos incluyd hacer en cada grupo grabaciones de audio, y en el grupo en pleno,
grabaciones de audio y video. Se obtuvieron también las producciones de cada grupo de
profesores en papel.

Inicialmente los profesores discutieron y resolvieron el problema en el seno de los grupos,
y posteriormente, expusieron sus procedimientos, razonamientos y resultados en la clase en
pleno, formulando sus conjeturas y fundamentando sus respuestas, siendo este un espacio de
discusion para complementar las diferentes construcciones de las respuestas.

El problema presentado (inicialmente) fue el siguiente:

Considere que usted quiere hacer un corral para sus animales, y usted tiene una malla de
alambre de 80 metros de largo. Si usted quiere que sus animales tengan el mayor espacio
posible para andar, ¢ cudl es la forma que debe poseer el corral cercado con la mallay
por qué? (Registren todos los pasos de razonamiento que efectuaren y justifiquen la
respuesta que presentan).

En la primera actividad, frente a un modelo de corral rectangular/cuadrado, se esperaba
desarrollar o ampliar el conocimiento matematico del profesor relativo al area y perimetro de
figuras planas, en el cual los profesores podrian llegar a utilizar también una ecuacion cuadrética.
Frente a un modelo de corral circular, se esperaba que aplicaran los conceptos de area y
perimetro del circulo, y finalmente, que compararan ambos modelos de corral, para conseguir
visualizar cual es el corral de mayor area.

Para analizar los resultados, nos centramos en episodios matematicamente criticos
envolviendo oportunidades perdidas o respuestas alternativas, de modo que nos permitieran
extraer e interpretar caracteristicas “ideales” del conocimiento del profesor que le permitieran
preparar e implementar tareas de investigacién y modelacion en sus clases. Al analizar estas
situaciones identificadas en el trabajo de los participantes, los primeros resultados permiten
identificar algunas caracteristicas ideales del conocimiento especializado del profesor, para
trabajar con problemas abiertos em ambientes de investigacion.

Algunos resultados

En este epigrafe presentamos y discutimos las soluciones de los dos grupos de trabajo y el
camino que han seguido en la busqueda de sus soluciones. Primeramente, presentamos las
resoluciones de forma separada, y posteriormente, la discusion ocurrida en la clase en pleno, ya
gue no se pretende comparar las resoluciones de los grupos ni el conocimiento de los profesores
envueltos, pero si obtener una mas amplia comprension sobre ese conocimiento en su contenido,
forma y naturaleza.

Producciones del grupo 1

El primer grupo comenzé considerando un modelo rectangular, en el cual conocia su
perimetro (80 metros) y calculo6 su area en funcion de uno de los lados. Luego, maximizé esa
area como se muestra en la parte superior de la Figura 2.

Los profesores de este grupo utilizaron diferentes nociones matematicas, como la
definicidn de perimetro, area, un sistema de ecuaciones, la funcidn cuadrética, la nocion de
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vértice de la cuadratica (o pardbola, como ellos indican) y la derivada de la funcion cuadrética,
hasta obtener el area maxima de 400 metros cuadrados, como se muestra al final de la Figura 2.

Este grupo utiliz6 una diversidad de recursos matematicos para fundamentar su respuesta.

En cierto momento de la discusion, se ge
pregunta, observaron que la pregunta ‘es
de disefio rectangular, como 'aquel tipico
calculo' (como lo expresa una de las prof
piensan en otras formas del corral y llega
muestra en la Figura 3.

neré un ambiente de sospecha, y después de releer la
abierta’ y no necesariamente estaba referida a un corral
problema de maximizacion de area de un curso de

esoras miembros del grupo). Solo en este momento

n a considerar un modelo de corral circular, como se
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Figura 3. Disefio de corral circular.
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El grupo considera entonces un modelo de corral circular, para lo cual aplican la nocion de
perimetro y area de una circunferencia, que les permite calcular el radio, obteniendo un area de
510 metros cuadrados (ver la Figura 3). Luego, comparan ambos modelos, rectangular y circular,
lo que les permite concluir que el disefio de corral en forma de circulo tiene un area mayor.
Frente a este Gltimo modelo el grupo presenta amplia seguridad en sus resultados.

Los resultados de este grupo se enmarcan dentro de las situaciones esperadas de
resolucidn, y su estilo de resolucion esta en concordancia con el hecho que ellos son profesores
que ejercen mayoritariamente en la ensefianza superior.

Producciones del grupo 2

El segundo grupo comenzo considerando un modelo de corral rectangular, analizando las
areas de un cuadrado comparativamente con las de un rectangulo (Figura 4).

Figura 4. Comparacion de areas de un cuadrado y rectangulo.

La primera advertencia de los profesores es que el area de un cuadrado es mayor que la de
un rectangulo, lo que lleva a la observacion de que la figura, para tener un area mayor, ‘debe ser
regular’, como se muestra en la segunda linea de la Figura 5.

AN
Figura 5. Conjetura modelo de corral circular.

Después, el proceso de pensamiento del grupo fue analizar la secuencia de poligonos
regulares, incrementando el numero de lados, hasta llegar al circulo. Los profesores no calculan
detalladamente las area de todos estos poligonos, sino van observando el incremento del area de
de algunas de las figuras. La Figura 6 muestra el modelo de un pentagono con lados de longitud
16 que suman 80 metros. Finalmente, los profesores calculan el area del circulo, obteniendo la
conjetura de que el corral con modelo de circulo tiene la mayor area, escribiendo la sencilla
expresion ‘Es un circulo!” (mostrado en la primera linea de la Figura 5). El calculo del &rea se
puede la visualizar en la Figura 7 donde obtienen un area de 509,29 metros cuadrados.

Lo

Figura 6. Disefio de corral hexagonal.
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Figura 7. Area del modelo circular.

Sin duda los profesores encontraron una relacion entre las areas de poligonos regulares,
con una cantidad de lados cada vez mayor, y el aumento progresivo del area; asi, llegaron a
disefiar un corral en forma de un circulo de 80 metros de perimetro, comprobando la situacion
por medio de sus calculos. Los profesores de este grupo ejercen principalmente en la ensefianza
bésica, lo que explica las producciones y la matematica involucrada en la resolucion.

El primer grupo, compuesto por profesores que ejercen principalmente en la ensefianza
superior, utilizé una matematica mas avanzada para la construccién y fundamentacion de sus
soluciones pero, con todo, vivio la evolucion de un modelo rectangular a uno circular, pasando
por un conjunto distinto de pasos intermedios que enriquecio la discusion de los grupos en pleno
— por las reflexiones subyacentes. Este grupo comenzé considerando un modelo
rectangular/cuadrado, pasando luego a un modelo circular. Su expresion de que ‘la pregunta es
abierta’ les hizo considerar un modelo circular, situacion a la que no estan acostumbrados a
encontrar en problemas de maximizacion de areas (los usuales en su contexto de ensefianza). Su
forma de abordar la situacion, tal como comentaron durante la exploracién de los grupos en
pleno, se relaciona con el hecho de que al leer el problema han abordado inmediatamente la
resolucion de un modo algébrico de maximizacion, ya que eso era el contenido que habian
impartido recientemente a sus alumnos (de matematicas) sin pensar en que el corral podria tener
otra forma distinta de la “tradicional”, en problemas puramente matematicos.

El segundo grupo, muestra una evolucion de la forma de pensamiento de los participantes,
a partir de un modelo rectangular/cuadrado para uno poligonal, y luego, yendo a un modelo
circular. La posibilidad de comparacion entre los modelos disefiados, y el conocimiento para
determinar algébricamente las distintas areas, permitié tener una amplia confianza en sus
resultados. Notamos la intuicion de la generacion de la nocion de area del circulo.

Los participantes hicieron también algunas observaciones a modo de conjeturas. EI grupo 2
observo que una figura con lados regulares tiene mayor area que una de lados no regulares. Una
observacién implicita en su resolucién es la evolucion de un poligono regular a una
circunferencia, dando asi la posibilidad de intuir la construccion del concepto de area de un
circulo — algo que no se aborda tradicionalmente y que no se encuentra, por ejemplo, en los
libros de texto. Hay que resaltar el hecho de que esta actividad ha sido implementada al final del
curso, y que los profesores ya estaban habituados a que, a partir de una actividad “simple” se
discutieran algunos aspectos de la matematica avanzada y de la multiplicidad de conexiones que
se pueden hacer. El grupo 1 formuld de una manera mas completa su conjetura de respuesta final
‘con base en estos pensamientos concluimos que el corral debe tener el formato de una
circunferencia’, lo que el grupo 2 resumi6 con la expresion ‘Es un circulo!’, lo anterior muestra
el contexto de ejercicio laboral de los profesores, dando o no importancia a la redaccion de sus
conjeturas. Las conjeturas de los grupos, la discusién de ellas y la comparacion de los modelos,
muestran que los profesores vivieron una investigacion matematica (Ponte et al., 2003). Los
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modelos rectangular, cuadrado, poligonales y circular de corral, que experimentaron los grupos,
muestran la evolucion de los modelos de corral, en base a figuras geométricas.

Discusién

El profesor debe tener en cuenta que el enfrentarse a problemas abiertos puede generar un
ambiente de complejidad (Morin, 1990) y de incomodidad, que puede subsanarlo conociendo las
diferentes formas de abordar ese problema abierto. Asi, el profesor no debe tener en mente un
solo proceso de construccion como respuesta ni considerar el suyo propio como el Gnico valido,
lo que se traduce en valorar otros tipos de respuestas con una actitud reflexiva. Esta actitud
permitird a los estudiantes pensar que el profesor no quiere una respuesta encajada en un método
particular, lo que es caracteristico de un ejercicio, y podran adentrarse en la creacion de modelos
de resolucidn, algunos de ellos pudiendo ser inesperados para el profesor.

Segun lo observado en la experiencia, el resolutor (alumno) muestra su punto de vista, y el
profesor, a partir de ello, comienza a guiar y orientar. En el ambito del Conocimiento de los
Temas (KoT), se puede referir que el profesor debera “comprender respuestas alternativas de los
estudiantes, a partir de los fundamentos matematicos que la sustentan”, coincidiendo con Ribeiro
et al. (2014, p. 4), intimamente relacionado con conocer lo que el resolutor estd pensando
respecto al problema, ligado al Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje en
Matematicas (KFLM), y a partir de ahi guiar y orientar la actividad matematica del alumno. En
ese sentido es esencial que el profesor desarrolle un conocimiento especializado que le permita
atribuir sentido a las resoluciones y/o comentarios de sus alumnos, sobre todo si estas se
configuran como raras y non-standard (Jakobsen et al., 2014).

La evolucion del proceso de resolucion, y los resultados obtenidos, fue provechosa en el
sentido que los primeros modelos no fueron considerados modelos erréneos, sino que fueron
mirados como parte de la construccion necesaria del conocimiento para avanzar a un modelo de
area mayor. Con la mirada en la evolucion de resultados desde modelos simples a complejos,
usando su Conocimiento de la Estructura Matematica (KSM) (Ribeiro et al., 2014). ElI KSM
permitiria explicar que el comprender diferentes modelos de resoluciéon le ayudaria al profesor a
comprender conceptos mas avanzados. Por otro lado, los modelos que encontraron los profesores
les sirvieron como fundamentacion del resultado, por medio de las comparaciones entre los
modelos, integrando confianza ante sus resultados. Ademas, los diferentes caminos recorridos,
las conexiones establecidas entre ellos, y su discusion en conjunto, fueron de gran utilidad
principalmente por la posibilidad de integrar diferentes contenidos matematicos de un modelo a
otro. En ese sentido, la importancia de que los participantes tuvieran diversos grados de
experiencia resulto fructifera, ya que se complementaron — unos con una perspectiva mas
matematica y otros con una experiencia mas cercana a las resoluciones de los alumnos de los
primeros niveles escolares.

Esta experiencia nos permite resaltar la importancia de que los profesores conozcan las
ventajas de trabajar con problemas abiertos. Un problema abierto, que permite la investigacion
matematica y modelacion, desarrolla capacidades interesantes en los estudiantes, como aquellas
oportunidades de crear, disefiar, modelar y analizar sus resoluciones, lo que puede envolver
distintos temas matematicos. El hecho de trabajar en grupos hace que ellos aprendan a colaborar
mutuamente y a fundamentar unos a otros sus resultados. La creacion de un ambiente de
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discusion constructiva, al interior del grupo y en la clase en pleno, permite a los alumnos explicar
sus resultados y discutir diferentes puntos de vista en una aula interactiva, en la linea de lo
propuesto por Silva (2000). El abordaje de problemas abiertos permitiria a los alumnos crear,
conjeturar y analizar sus resoluciones, como en esta experiencia de clase que permitio a cada
grupo de estudiantes experimentar y hacer por si mismo (Silva, 2000). El profesor debe tejer este
ambiente de clase, en el que él no esté ausente, sino totalmente envuelto, guiando a través de
preguntas de estilo ¢por qué?, ;existe otro modelo? y ¢cudl es el mejor modelo?, como las que
aparecieron en el enfrentamiento a un problema abierto.

Conclusiones

La inclusién de problemas abiertos en el &ambito de investigaciones y modelacion, puede
conformar un ambiente de complejidad e incomodidad para el profesor. El hecho de presentar a
profesores de matematica un problema abierto nos ha permitido por un lado enlazar estos
enfoques y analizar los resultados en el marco del conocimiento especializado del profesor. Sin
embargo, el abordar problemas abiertos esta profundamente ligado con abrir las puertas de la
creatividad al estudiante, y no esa idea de considerar un solo método de resolucion como vélido,
lo que estd mas ligado a un ejercicio. Asi, el profesor debe valorar los diferentes tipos de
respuestas de los estudiantes, de modo reflexivo, atribuyendo sentido a las resoluciones y
comentarios de los estudiantes, incluso en aquellas resoluciones y comentarios non-standard
(Jakobsen et al., 2014).

Los modelos en evolucion permitirian un conocimiento mas profundo del profesor sobre
conceptos simples, desde una perspectiva avanzada, segun las definiciones de KSM (Carrillo et
al., 2013; Ribeiro et al., 2014). Es deseable la consideracion de diferentes construcciones en
evolucion, pues a partir de una construccion simple, y focalizandose en el punto de vista del
estudiante, puede iniciarse el apoyo y ayuda del profesor en la construccién de un modelo mejor.
Asi, un conocimiento de estas caracteristicas permitira que el camino recorrido por el estudiante,
si no es el correcto, no se considere algo negativo, sino una muestra de su forma de pensamiento,
que puede involucrar aspectos constructivos y ricos a distinguir, y que lo puede llevar a
considerar aspectos mas complejos. Uno de ellos puede ser la fundamentacion de su respuesta
final, para lo cual requiere de la confianza en sus resultados y de la comprension profunda de
ellos. El profesor debe de crear y propiciar un ambiente de discusion constructiva en clase,
permitiendo asi a los estudiantes crear, modelar y conjeturar. Debe permitir a los alumnos
experimentar y hacer por si mismos (Silva, 2000), guiandoles en su construccion de
conocimiento a través de preguntas.
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