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Resumen

El objetivo de esta investigacion es examinar cya@studiantes para profesor
comprenden la trayectoria de aprendizaje de leslgsites relativa a la clasificacion
de cuadrilateros y como influye dicha comprensiddeterminar objetivos de
aprendizaje. Los estudiantes para profesor realizana tarea profesional que
consistia anticipar respuestas de estudiantescded&ria mostrando diferentes
niveles de comprension del proceso de clasificadglateros y en proponer
actividades para apoyar la comprension de dichcesm Los resultados han
permitido generar descriptores de codmo los esttesgrara profesor consideraban
una trayectoria de aprendizaje del proceso defickascuadrilateros como referencia
para inferir objetivos de aprendizaje. Estos raslal$ aportan informacion para el
disefio de intervenciones en la formacién de proéssde matematicas que tengan
como uno de sus objetivos desarrollar la compedathmeente “mirar
profesionalmente” las situaciones de ensefianzardigege.

Palabras clavemirada profesional, conocimiento de matematicasifatacion de
cuadrilateros, trayectoria de aprendizaje
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Competencia docente “mirar profesionalmente” la ensfianza de las matematicas

Investigaciones recientes indican que la compegetmiente “mirar profesionalmente” la
ensefianza-aprendizaje de las matematicas se apgye ¢0s profesores sean capaces de
identificar aspectos relevantes de las situacideemnsefianza-aprendizaje e interpretarlos para
poder tomar decisiones de ensefianza debidamentanfiemtadas (Mason, 2002; Sherin, Jacobs
y Philipp, 2010). El reconocer la importancia dee®mpetencia docente ha generado
cuestiones relativas a como los estudiantes pafagar pueden empezar a desarrollarla y cuales
son los contextos y tareas que favorecen su déearolos programas de formacion. Crear
oportunidades para que los estudiantes para prgfasdan centrarse en el pensamiento
matematico de los estudiantes y reconocer el piaiete las actividades propuestas en las
lecciones de matematicas para desarrollar el ajzggadie topicos matematicos concretos ha
permitido que se empiece a reconocer que el ddsalmesta competencia no resulta facil
(Callejo, Ferndndez, Sanchez-Matamoros y Valls42Btrtuny y Rodriguez, 2012; Morris,
Hiebert y Spitzer, 2009; Fernandez, Llinares y ¥a012; Sanchez-Matamoros, Fernandez,
Llinares y Valls, 2013; Zapatera y Callejo, 2013).

Desde los trabajos previos, se esta mostrandaagdertificacion del estudiante para
profesor de los elementos matematicos que sonargies en el problema que deben resolver sus
alumnos le permite estar en mejores condicionesneaonocer evidencias de la comprension de
los estudiantes de un topico matematico. Es destias investigaciones previas centradas en el
aprendizaje de los estudiantes para profesor sabiayimportancia de la relacion entre el
conocimiento de matematicas y el conocimiento sebpensamiento matematico de los
estudiantes (Bartell, Webel, Bowen y Dyson, 20h8ely Akkog, 2012; Magiera, van den
Kieboom y Moyer, 2013; Fernandez et al. 2012; SéndWfiatamoros, Fernandez y Llinares,
2014. La manera en la que el conocimiento de maieasdy el conocimiento de matematicas y
los estudiantes se integran, permite considerapageferencia el concepto de trayectoria de
aprendizaje (Clements y Sarama, 2004; Wilson, Moji€onfrey, 2013) entendida como un
camino hipotético a través del cual el aprendidajéos estudiantes puede progresar y servir
como referente cuando el estudiante para profasenpreta o anticipa el pensamiento
matematico de los estudiantes definiendo objetioaprendizaje. En este contexto, que los
futuros profesores de matematicas identifiqueretenido matematico clave para la
comprension de los conceptos mateméaticoss (keyapeuental understanding (KDU), Simon,
2006) es un factor importante para reconocer aaniatitas de las trayectorias de aprendizaje de
los estudiantes.

Nuevas investigaciones en esta agenda de invdstigateben generar informacion
adicional que nos ayude a comprender mejor comedtsliantes para profesor comprenden las
trayectorias de aprendizaje de los estudianteglanidn a un topico matematico y como influye
dicha comprensiéon en determinar objetivos de ajmajed(\Wilson, Mojica y Confrey, 2013).

Clasificacion de cuadrilateros

Comprender la relacion entre los procesos de asiy definir y el papel desempefiado
por las relaciones de inclusion en los cuadril&t@iantea dificultades a los estudiantes de
secundaria. Estas dificultades estan vinculadasdag estudiantes reconocen los diferentes
cuadrilateros mediante ejemplos prototipicos (&ui012). Esta situacion muestra que la
consideracién de las clasificaciones inclusivasifpicas) y no inclusivas (particiones) influye
que en la comprension de los procesos de clasiicae los cuadrilateros (De Villiers, 1994).
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Las clasificaciones inclusivas se dan cuando &aplin criterio de clasificacion en el
conjunto de los cuadrilateros establecemos uneidel@e inclusion en algunas de las clases
resultantes. Por ejemplo, cuando en el conjunfosieuadrilateros introducimos como criterio
de clasificacion el tener las diagonales perpetalies se crean dos grupos. En uno de los grupos
estan los cuadrados y los rombos. Si ademas egregte introducimos el criterio de que las
diagonales sean iguales para definir los cuadradlasiadrado puede ser considerado un rombo
particular, creandose una clasificacion inclusMentras que, por otra parte en una clasificacion
no inclusiva (jerarquica) el conjunto de cuadragloambos son conjuntos disjuntos. Comprender
el papel que desempefian las clasificaciones inasisi no inclusivas en el conjunto de los
cuadrilateros (Usiskin y Griffin, 2008) en el des#lo del pensamiento geométrico de los
estudiantes de educacién secundaria y la relaaitba el proceso de clasificar y de definir es un
elemento relevante que debe ser conocido por tdegares. Por tanto, este conocimiento es un
elemento clave en el desarrollo de la competeranarde del profesor. Considerando estos
aspectos, nos planteamos la siguiente preguntavdstigacion:

» ¢como los estudiantes para profesor llegan a cow@réa trayectoria de aprendizaje de
los estudiantes relativa a la clasificacion de dl&dros y como influye dicha
comprension en determinar objetivos de aprendizaje?

Método
Participantes y contexto

Los participantes del estudio fueron 48 estudiapéea profesores de educacion secundaria
(EPS) matriculados en un programa de formaciomainite profesores. Los participantes tienen
diferente formacion en relacion a las matematigesdiados matematicos e ingenieros) y se
habian matriculado en este programa para obtewapkritacion profesional para ser profesores
de matematicas de educacidon secundaria. Una dealasias en este programa de formacion
tenia como objetivo ayudar a los estudiantes pafegor a dotar de sentido al trabajo de los
alumnos cuando resolvian actividades y problemasatematicas. Esta materia tenia una
duracion de 50 horas distribuidos por médulos a@rando diferentes topicos matematicos. Uno
de estos modulos se centraba en cdmo los estusl@atgecundaria llegan a comprender los
procesos de clasificacion y su relacion con elgsode definir figuras geométricas. Al principio
del médulo se les propuso una tarea profesionakgu instrumento de recogida de datos de
este estudio.

Instrumento

La tarea profesional que realizaron los EPS edtab@ada por dos problemas de 3° de
educacion secundaria (14-15 afios) sobre la clasifin de figuras geométricas (Figura 1) y seis
preguntas que incidian en la dimension profesidada ensefanza:

Al. Indica lo que tendria que hacer y decir exawtate Maria, una alumna de 3° de ESO, en
cada problema, para indicarte que ha conseguidaraear el objetivo de aprendizaje del
problema (Clasificar los cuadrilateros a partir diéferentes criterios).

A2. Explica qué aspectos de la respuesta de Mari@ada problema, te hacen pensar que
ha comprendido la clasificacion de cuadrilaterosstifica tu respuesta.

B1l. Indica lo que tendria que hacer y decir exawtate Pedro, otro alumno de 3° de ESO, en
cada problema, para que te muestre que tiene cerdaacteristicas de la comprension de
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la clasificacion de los cuadrilateros pero que reodido capaz de alcanzar el objetivo de
aprendizaje. Justifica tu respuesta.

B2. Explica qué aspectos de la respuesta de Pedroada problema, te hacen pensar que no
ha alcanzado el objetivo de aprendizaje pretendidastifica tu respuesta.

C. Sifueras el profesor de estos alumnos,

« ¢como modificarias/ampliarias la tarea para confamgue Maria ha alcanzado el
objetivo de aprendizaje pretendido? Justifica tspueesta.

« ¢como modificarias/ampliarias la tarea para que @eglcance el objetivo de
aprendizaje pretendido? Justifica tu respuesta.

Problema 1
Indica cuales de los cuadrilateros de la figura
P N

hacen referencia a cada una de las frases:
a.Solo tiene dos lados paralelos

b.Tiene dos lados paralelos v dos angulos rectos
¢.Sus lados son iguales, pero los 4ngulos no

Problema 2 i
2.1.0bserva las figuras y completa a continuacién el cuadro, poniendo SI o NO en las
casillas vacias:
A
A B A B

@ = D
D
Cuadrado | Rectidngulo | Rombo

Los cuatro lados son iguales

Los cuatro angulos son iguales

Los lados opuestos son iguales

Las diagonales son iguales

Las diagonales se cortan en el punto medio
Las diagonales forman dngulo recto

2.2.Indica semejanzas y diferencias respecto de las diagonales entre:

a) rectAngulo y cuadrado

b) rombo y rectangulo

¢) rombo vy cuadrado

2.3.;,Cémo se clasifican los paralelogramos si se toma como criterio las diagonales?
Justifica la respuesta

Figura 1.Problemas de educacion Secundaria que formabangmta tarea profesional propuesta a los
estudiantes para profesares

Cuatro de las seis preguntas de la dimension poofEsgedian a los EPS anticipar posibles
respuestas a las actividades anteriores que reftejliferentes niveles de comprension de los
estudiantes de secundaria del proceso de clasificde figuras geométricas. Las cuestiones
propuestas pedian a los estudiantes para profestdicar como consideraban que estas
respuestas reflejaban diferentes niveles de corsidredel proceso de clasificar por parte del
estudiante de secundaria. Estas cuestiones tamamabjetivo centrar la atencioén de los
estudiantes para profesor en hipotéticas trayastole aprendizaje del proceso de clasificar y
reconocer lo que podrian ser posibles respuestestdéiantes en diferentes niveles en esta
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trayectoria. En las dos restantes cuestiones get#a proponer decisiones de accion
(modificar/ampliar la tarea) para confirmar o akanel objetivo de aprendizaje pretendido.

Los dos problemas usados como referentes en estapiafesional proceden de una
leccion sobre el proceso de clasificar en un ldedexto ampliamente usado en la educacion
secundaria. Estos problemas fueron elegidos ptadagea ya que tenian diferentes
caracteristicas que favorecian el que los estietigrdra profesor pudieran desempaquetar su
comprension matematica del proceso de clasificatagionarlo con la forma en la que
comprendian lo que podia ser una trayectoria dendjmaje de la relacion entre clasificar y
definir. En particular, el problema 1 pedia a Iswidiantes de secundaria clasificar un conjunto
de cuadrilateros, aplicando tres criterios. El ppota 2 pedia al resolutor que identificasen
algunas caracteristicas de los lados, angulosgpdaes del cuadrado, rectangulo y rombo, y
que clasificasen los paralelogramos a partir deigonales.

Andlisis
Los datos de esta investigacion son las respugaties por los EPS a las seis cuestiones

planteadas en esta tarea. En esta comunicaciéenpmesos los resultados obtenidos a partir de
las cuatro primeras cuestiones.

En el analisis identificamos como los EPS conslakmajue los estudiantes de educacion
secundaria habian conseguido o no el objetivoauan de “Clasificar los cuadrilateros en 3° de
ESO (14-15 afos)”. Para ello nos centramos en @ticipaban posibles respuesta a los
problemas 1y 2 que segun ellos indicaban difesamitesles de comprension del proceso de
clasificar, considerando en qué medida hacia iatérjos significados de las clasificaciones
inclusivas o no inclusivas. Este proceso de asatiss permitio inferir caracteristicas de la
manera en la que la comprension de los EPS dedgoate clasificacién de figuras influia en el
reconocimiento e interpretacion de lo que se cemnaithn evidencias de la comprension de los
estudiantes de educacion secundaria del procedagificar. En este informe presentamos los
resultados relativos a la manera en la que losliesties para profesor atendian a las
caracteristicas de la trayectoria de aprendizaja diasificacién de cuadrilateros y en particular
como la consideracion de las clasificaciones imesissy no inclusivas influia en su comprension
de la trayectoria de aprendizaje.

Resultados

Los resultados muestran dos formas diferentes mm@nder la trayectoria de aprendizaje
de los estudiantes relativa a la clasificacionwdlateros y como influyé dicha comprension
en determinar objetivos de aprendizaje. Estasalosals muestran la influencia que tenia el
conocimiento de los procesos de clasificar comproneso matematico en la manera en la que
los estudiantes para profesor comprendian la trayacle aprendizaje de los alumnos de
secundaria. Las dos formas de comprender la t@y&cte aprendizaje son: considerar
relaciones no inclusivas que generan clases wstgrconsiderar relaciones inclusivas.

Considerar relaciones no inclusivas que generan gas unitarias como evidencia de la
comprension de clasificacion de cuadrilateros de $oestudiantes de secundaria

42 EPS consideraban evidencia de comprension de¢go de clasificacion de
cuadrilateros cuando el estudiante de secundalzausm criterio de clasificacion que daba lugar
a clasificaciones no inclusivas de clases unitarias poniendo de manifiesto que la relacién de
inclusion puede darse dentro de las clases noriasita
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Por ejemplo, un EPS en este grupo considera coidereia de la comprension del
proceso de clasificacion en los estudiantes denslcia, respuestas que usan un criterio de
clasificacion que es una conjuncién de dos propieslanatematicas de las figuras y que aplicado
al conjunto de paralelogramos da lugar a clasiiocees no inclusivas de clases unitarias. De esta
manera, el cuadrado es un paralelogramo que neemlefthirse como un tipo particular de
rectangulo, ni de rombo. Por ejemplo, se consideearespuesta de clasificar los paralelogramos
considerando las diagonales (apartado 2.3 delgm@bP) la siguiente:

La clasificacion seria
-Cuadrados: Diagonales iguales formando angukxstas
-Rectangulos: Diagonales iguales que no forma@dngulo recto
-Rombos: Diagonales distintas que forman un amgetto

Me hace pensar que Maria ha comprendido la clasifizn de cuadrilateros porque ha
conseguido contestar correctamente el problema&2dsi capaz de clasificar los
paralelogramos

En esta respuesta el EPS considera una eviden@eaodeso de clasificar paralelogramos
el uso de la conjuncion de las propiedades: “laagite las diagonales” y “angulo que forma”
dando lugar a definiciones no inclusivas, por ejemipectangulos: Diagonales iguales que no
forman un angulo rectoEsta manera de entender el proceso de clasdfaateva que los
cuadrilateros no tienen relacion entre si. Es denieste caso, el cuadrado no puede ser un
rombo particular ya que los criterios usados “disges distintas que forman angulo reto” y
“diagonales iguales formando angulos rectos” casaanjuntos disjuntos en el grupo de los
paralelogramos.

Por otra parte, para mostrar una comprension intengdel proceso de clasificacion de los
paralelogramos los estudiantes para profesor ergagbo indican que una respuesta que
mostraria esta falta de comprension usaria uncsidéio para clasificar. Por consiguiente, se
colocaria en el mismo grupo figuras como cuadrackztangulo:

Los paralelogramos se clasifican en...
-Los que tienen diagonales que no son iguales
-Los que tienen diagonales que no forman angec®s

En la clasificacion de los paralelogramos se nati@ @o comprende que bastan dos de
los criterios para obtener una clasificacién enstigrupos y no se da cuenta de que hacen
falta los dos y no solo uno de ellos (énfasis adfi@di

En este caso, este EPS considera que un alumrecapaz de establecer clasificaciones
cuando solo utiliza un criterio “diagonales quespa iguales”, que agrupa por un lado al rombo
y por otro al cuadrado y rectangulo. En conseceemrsite EPS considera que no obtener clases
unitarias {no se da cuenta de que hacen falta los dos y tmww de ellos) seria una
evidencia de cierta falta de comprension del pmdesclasificar.

Considerar relaciones inclusivas como evidencia da comprensién de clasificacion de
cuadrilateros de los estudiantes de secundaria

6 EPS consideraban una evidencia de la compredsi@roceso de clasificacion cuando el
estudiante de secundaria puede usar un critertaddicacion que aplicado al conjunto de
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cuadrilateros diera lugar a clasificaciones inelasi Asi, en este grupo los estudiantes para
profesor admiten la posibilidad de utilizar criterique originen clases no unitarias, por ejemplo
que con determinados criterios de clasificaciamceusion un cuadrado puede considerarse un
rectangulo. Asi, de esta manera estos estudiaatagpmfesor consideran que una buena
comprension del proceso de clasificar cuadrilateeosvidencia cuando el alumno puede
establecer clasificaciones que derivan en definesdnclusivas de las figuras, como por ejemplo
el que un cuadrado pueda llegar a ser visto conteatdngulo particular, o que un cuadrado
pueda ser visto como un rombo particular. Asi,seestudiantes para profesor indican como
evidencia de esta comprension en el apartado 2[@adema 2:

Si las diagonales son iguales son rectangulosyaticado es un rectangulo)
Si las diagonales son desiguales son rombos...

Con esta respuesta estos estudiantes para protesideran como evidencia de la
comprension el uso de un criterio “diagonales igsiatjue lleva a una clasificacion en la que los
rectdngulos y cuadrados se encuentran en una rolasey ademas explicita la relacion de
inclusion“el cuadrado es un rectangulg’admitiendo la existencia de definiciones del cadd
inclusivas (un cuadrado es un rectangulo que addmtener las diagonales congruentes tiene
los lados congruentes).

Al entender la comprension del proceso de clasificzau relacion con el proceso de definir
de esta manera, estos estudiantes para profestarnrglie una comprension no adecuada de la
clasificacion de paralelogramos son aquellas guéael alumno no sea capaz de generar
clasificaciones inclusivas. Por ejemplo,

En el problema 2, en el apartado 2.1 podia habbada en las tres Ultimas cuestiones si
no tiene claro el concepto de angulo recto o dgaieal. En los apartados 2.2y 2.3
también podia haber respondido mal o quizas dejanid®lanco porque no es capaz de
explicar semejanzas y diferencias o clasificarlasliante el criterio de las diagonales.

De las respuestas dadas por este EPS, se despuendensidera que un estudiante de
secundaria muestra una correcta comprension dasificacion de cuadrilateros cuando es capaz
de hacer uso de un criterio de clasificacion quieaqo al conjunto de cuadrilateros da lugar a
clasificaciones inclusivas.

Discusion

El objetivo de esta investigacion es aportar inforidn sobre el papel que desempefia el
conocimiento de mateméticas de los estudiantesppaf@sor cuando piensan en el aprendizaje
de las matematicas. Nosotros particularizamos raestudio al proceso de clasificar
cuadrilateros como un contenido de educacion secian(8° de educacion secundaria, 14-15
afos). Esta investigacion incide en identificguagbel que desempenia el conocimiento de
matematicas para ensefiar (MKT, Ball y Bass, 20@0; Bhames y Phelps, 2008) en el contexto
de pensar en como la resolucion de problemas mates@or parte de los estudiantes pueden
poner de manifiesto diferentes niveles de compoéende los conceptos y procesos matematicos
(trayectoria de aprendizaje).

Los resultados muestran dos formas diferentes tdaeer la trayectoria de aprendizaje de
los estudiantes relativa a la clasificacion de dlaédros y la influencia de esta comprension en
determinar objetivos de aprendizaje. La mayori&E8 considerd que tener una mayor
comprension del proceso de clasificar cuadrilateraobtener clasificaciones no inclusivas lo
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que le llevaba a determinar ese tipo de clasificas como objetivo de aprendizaje. Un grupo
reducido de EPS considerd que tener una mayor @nsign del proceso de clasificar
cuadrilateros era la obtencion de clasificacionehlisivas lo que le llevaba a tomar esta
clasificacion como objetivo de aprendizaje. PocBS Eonsideraron las clasificaciones inclusivas
como un referente para determinar los diferentesles de comprension de los procesos de
clasificar cuadrilateros (Fujita, 2012). Esta faleareconocimiento de este elemento clave (KDU,
Simon, 2006) en la comprensién de la clasificadéruadrilateros pone de manifiesto cierta
falta de “consciencia” explicita sobre cémo lasifieaciones inclusivas (jerarquicas) y no
inclusivas (particiones) influyen en la comprengi@ilos procesos de clasificacion (De Villiers,
1994). Sin embargo, es necesario que los EPS apanas de desempaquetar este conocimiento
de matematicas que les permitira generar objetiecaprendizaje especificos que se vinculan a
lo que los alumnos de educacion secundaria negesitaprender para mejorar su comprension
de los procesos de clasificar.

Estos resultados subrayan la importancia de camsitieinfluencia de la manera en la que
los estudiantes para profesor comprenden los ctoegprocesos matematicos sobre lo que se
consideraria diferentes niveles de comprensionmétea. Considerar esta relacion de manera
explicita puede apoyar el desarrollo de la comp#etocente de los estudiantes para profesor
vinculada a la capacidad de analizar los efectda desefianza en el aprendizaje de los
estudiantes. Esto es asi ya que la definicién sleligetivos de aprendizaje en la ensefianza se
apoya en la relacion entre la manera de compreatedgrofesor y lo que se considera evidencias
de comprension en los estudiantes.

Finalmente, en relacion a la tarea profesional agsdesta investigacion, ésta exigia a los
estudiantes para profesor que consideraran losgonals procedentes de los libros de texto como
medios para apoyar el desarrollo de la comprerggbproceso de clasificar. Este objetivo,
puesto de manifiesto por las cuatro cuestionessdgidg A2 , B1 y B2) ha obligado a los
estudiantes para profesor a hacer visible los eleaenatematicos que son claves en el proceso
de clasificar: la manera en la que el uso de litsris de clasificacion (diagonales congruentes,
angulo formado por las diagonales, congruenci@sléados, ...) permiten considerar
clasificaciones inclusivas y la implicacion queniesobre el proceso de definir las figuras
geométricas. En este sentido, la influencia debcimniento de matematicas para la ensefianza
del estudiante para profesor sobre la forma endaetjos caracterizaban la comprension del
proceso de clasificar cuadrilateros que hemos iie®s una consecuencia del disefio de las
tareas empleadas. Teniendo en cuenta esta implzgcasumiendo que desempaquetar los
objetivos de aprendizaje no es una tarea facil ljparastudiantes para profesor ni los profesores
(Morris, Hiebert y Spitzer, 2009), podemos derigae las caracteristicas de estas tareas de
investigacion podrian ser consideradas al disafieas docentes en los programas de formacion
de profesores.
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