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Resumen

Se presentan algunas observaciones y ejemplos geréajas brindadas por las
representaciones dinamicas para interiorizar canoees Accion referentes a
transformaciones lineales, en el sentido de ldde®iPOE (Arnon et al., 2014). El
analisis presentado es parte de una investigaei@octorado sobre la construccion
mental del concepto de transformacion lineal apayadla coordinacion de registros
de representacion (Duval, 1999) estaticos y dinésiSe identifican a las
representaciones dinamicas de vectores y transéones del plano como
facilitadores del mecanismo de interiorizacion gagaar concepciones de
linealidad; tras la aplicacion de actividades dee@anza apoyadas fuertemente en
representaciones graficas dinamicas.

Palabras claveAlgebra lineal, transformaciones lineales, te@ROE, registros de
representacion, representaciones dinamicas, GeaGebr

Introduccioén

El presente reporte muestra algunos de los avalecesa investigacion doctoral acerca de
las construcciones mentales en el aprendizajesdealasformaciones lineales del plano en un
entorno de aprendizaje dinamico creado con GeoGuatreaestudiantes universitarios. La
propuesta de ensefianza esta dirigida por un antidiico desde un punto de vista que intenta
coordinar las teorias de representaciones sensdte®uval (1999) y la teoria APOE (Arnon et
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al., 2014). Las actividades de ensefianza que s@ailan fueron apoyadas generalmente con el
uso de applets creados en GeoGebra con la intedeiénitar las complejidades inherentes a los
registros de representacion formales, asi comareyguperar diversas dificultades de
aprendizaje reportadas por otros investigadoresom et al., 2012).

Proponemos que para el caso especifico de traref@mnes lineales podria ser
conveniente iniciar la construcciéon del conceptaigado de acciones que utilicen
representaciones graficas dinamicas en un amhiésgado con GeoGebra. Partiendo de las
construcciones gréficas y favoreciendo la artidgdlade registros, se espera obtener
concepciones independientes de los registros, poiwrees que puedan ser utilizadas para
cualquier representacion.

Mediante la interaccién con ambientes dindmicdsuseo que los estudiantes tuvieran la
oportunidad de construir el concepto de transfordmaneal graficamente, a través de la
interaccion con sus representaciones para regmeblemas. Las actividades que los estudiantes
tenian que realizar favorecian ademas la coordinaile los registros grafico y algebraico,
estableciendo conexiones entre ambas represergagidruscando constantemente pasar de un
registro a otro para resolver problemas.

Se describiran en este reporte algunas observacameeca del papel de las
representaciones dinamicas durante la transici@odeepciones Accidn a concepciones
Proceso de las propiedades de linealidad y deforanacion lineal. Estas observaciones se
realizaron a partir del andlisis de un examen diatjco, observaciones de clase, examen
posterior a la ensefianza y entrevistas individuales

Concepto de referencia

La definicion escrita del concepto transformaciéedl tiene algunas variaciones en los
libros cominmente usados en cursos de Algebra LLiRedemos organizar las definiciones en
dos categorias: las que utilizan dos propiedadéiseldidad y las que presentan ambas
propiedades de linealidad como una sola. Paratéaiin primer acercamiento simplificado del
concepto a los estudiantes, decidimos tomar cofecerecia una definicion que use dos
propiedades; conocidas también como propiedadiseddidad. La definicion aparece como
sigue (adaptada de Friedberg, Insel & Spence, 20@5):

Definicion: SeanU y V espacios vectoriales (solig Llamamos una funciéfi: U - V
unatransformacion lineal deU aV si para todos,y € U x,y € U y c € K tenemos que

(1) T(-x)=c-T(x) 2 Tx+y) =T +TY)

Nos parece pertinente aclarar en qué sentido éeianes considerada como referencia. No
se busca directamente que los estudiantes puegladueir la definicion escrita como aqui
aparece (aunque seria conveniente), se buscagjastialiantes desarrollen las concepciones a
las que las expresiones escritas de manera foreralgngua natural representan. De tal manera,
seria satisfactorio que los estudiantes muestreer ltanstruido tales concepciones de las
propiedades 1y 2 incluso si su dominio de losu@jes mencionados no les permitiera
exteriorizar la definicién escrita como apareceibro.

Elementos tedricos
Teoria APOE
APOE estudia las concepciones logradas a travisatestraccion reflexiva, idea que

Comunicacio XIV CIAEMIACME, Chiapas, México, 201



Representaciones dinamicas como apoyo para laigmizacion del concepto de transformacion 3
lineal

surge de Piaget, quien la identificaba como:

El principal mecanismo para las construcciones atenen el desarrollo del pensamiento y
[al mismo tiempo] el mecanismo mental por medioatell todas las estructuras l6gico-
matematicas son desarrolladas en la mente de ividimal (visto en Arnon et al., 2014, p. 6).

Por tal razdn, éste es el tipo de abstraccion guekeria buscar en el aprendizaje de
matematicas, pero no es el Unico posible. Piagatriiéa también abstracciones empiricas y
pseudo-empiricas. Las diferencias entre los tpes tile abstraccion se pueden describir en
términos de la actividad de los sujetosalistraccion empiricgenera conocimiento a partir de
la observacién de Objetos externos, como la idealbe o peso que se obtienen después de
percibir a través de los sentidos esas caractassttrinsecas de los Objetosalsstraccion
pseudo-empiric&a un paso mas alla, después de actuar sobrébje®®el sujeto les atribuye
propiedades que no eran originalmente parte ds,esimo la cardinalidad de un conjunto
obtenida tras la correspondencia uno a uno conegitr® de otro conjunto que el sujeto ha
ordenado; por ultimo, labstraccién reflexivaonsiste en la coordinacion general de acciones,
obtener propiedades a partir de acciones mentdisgas, de manera consciente pudiendo
incluir la separacion entre la forma y el conteratiteniendo abstracciones cada vez en un plano
superior del conocimiento (visto en Dubinsky, 1984.,97-99).

La teoria APOE extiende el andlisis de la abstéac@flexiva en el aprendizaje de
matematicas, describiendo las etapas de conocimmestcionadas por Piaget mediante las
construcciones mentales que le dan nombre a l@tefmcion, Proceso, Objeto y Esquema,;
describiendo ademas los mecanismos para desawatlaruna de éstas. Describe la
construccién del conocimiento matematico, en téosigenerales, como una progresion de
estructuras mentales lograda a través de los nsoagide abstraccion reflexiva. Las relaciones
entre estas estructuras y mecanismos son reprdasrtan el siguiente diagrama.

Esquema

interiorizacion

acciones
procesos

objetos coordinacion

reversion

encapsulacion

des-encapsulacion

Figura 1.Estructuras mentales y mecanismos para la congirude conocimiento matematico (Arnon et
al., 2014, p. 18).

La teoria propone que el desarrollo de las constsnes mentales sigue un ciclo auto-
retroalimentadq logrando con cada iteracion del ciclo concepcialeemayor complejidad y
generalidad (Arnon et al., 2014. pp. 18-26). Sedlpuemar como inicio del ciclo Acciones sobre
Objetos ya existentes, éstas son realizadas deran@xterna al sujeto manteniendo siempre los
mismos pasos y en el mismo orden. Una concepciéivAcle transformacion lineal permitiria a
un sujeto solo “puede tomar dos vectores partiealde U y sumarlos mediante la adicion
definida en este espacio, determinar suimbaggn T como elemento de V , obtener un
nuevo elemento de V y comparar los vectoresltesgas” (Roa-Fuentes & Oktag, 2010, p.
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104).

La manera inicial de desarrollar concepciones Rmes lanteriorizacién ddas acciones.
Teniendo una concepcion Proceso dejan de ser mieseles estimulos externos para poder
realizar las Acciones y se obtiene también commitelno sobre las partes de éstas; se puede
imaginar u omitir pasos y revertir el orden de gstentalmente. También se pueden coordinar
concepciones Proceso para formar nuevos Procesosjgmplo el Proceso de duplicacion
(multiplicar por dos) se puede coordinar con ecBso de niUmeros naturales para obtener el
Proceso de numeros pares.

Enfrentandose a la necesidad de aplicar accioltegue se percibe como un Proceso se
inicia el mecanismo dencapsulacioncon ella los Procesos dejan de ser accionesarnzdas
y llegan a ser entes por si mismos, Objetos. Cusede el Proceso como un todo, al cual se le
pueden aplicar Acciones, y se construyen estasAesipara aplicarlas de manera externa o
mental, se dice que el Proceso ha sido encapsetadn Objeto. Para el caso de transformacion
lineal, la encapsulaciéon permite realizar composies y también poder ver a las
transformaciones como elementos de algun conjuntmyello formar un espacio vectorial de
transformaciones lineales entre otros dos espéRimas-Fuentes & Oktag, 2012, p- 227).

Los mecanismos y construcciones mentales mencisrgmoutilizados para plantear
posibles caminos especificos de la construcciortahda conceptos matematicos. Tomando
como prerrequisito algunas construcciones mensagsopone una progresion de
procedimientos de abstraccion reflexiva, por ejenypla iteracion del ciclo de la Figura 1, con
los que se podria llegar a la concepcion deseada.

Elementos de la teoria de representaciones semi@ticy de representaciones dindmicas

La teoria de Duval (1999) se dirige principalmemgegjuellos sistemas de signos que
pueden ser clasificados como registros de rep@sént en palabras del autor:

“Para que un sistema semiotico pueda ser un registrepresentacion, debe permitir
las tres actividades cognitivas fundamentales éigadla semiosis”.

“La formacion de una representacion identificabemo una representacion de un
registro dado ... Esta formacién implica una séfecde rasgos y de datos en el
contenido por representar”.

“El tratamiento de una representacion es la tramsfoion de esta representacién en
el registro mismo donde ha sido formada... Naturatmesxisten reglas de
tratamiento propias de cada registro”.

“La conversién de una representacion es la tramsfoion de esta representacién en
una representacion de otro registro conservantindhdad o una parte solamente del
contenido de la representacion inicial” (Duval 19984).

Los registros de representacion utilizados paresgmtar los conceptos del Algebra
Lineal han sido analizados en diversas investigg@soResaltamos que “nos encontramos ante
una falta de consenso sobre las definiciones dstreg especificos” (Ramirez, Romero &
Oktag, en prensa) ya que “Paviopoulou habla degistro grafico y uno algebraico, mientras
gue Soto analiza dos registros graficos y dos adgeis distintos” (p. 7). En este reporte nos
referimos so6lo a un registro algebraico y a lasaggntaciones graficas de vectores como flechas
gue parten de la interseccion de dos rectas, llasne@minmente ejes.

Por otro lado, utilizamos también representaciguesoriginalmente nos podian ser
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tomadas en cuenta desde el punto de vista derla tBoregistros de representacion; las
representaciones dinamicas obtenidas a través a@dbea. Estas representaciones permiten
representar Objetos que no podrian representanse @mbiente estatico, los Objetos variables,
como la t” en la expresion3c+2" o la “V’ en “VeR?". Desde el planteamiento de la teoria de
registros de representacion se han desarrolladmaugos de representaciones gracias a los
avances tecnologicos: las representaciones dinaroacdinuas (ver Moreno, Hegedus & Kaput,
2008). Teniendo estas representaciones dinamicdisicas en el registro grafico podemos, por
ejemplo, construir un vector en pantalla primeraenmo un vector fijo y al arrastrar el
extremo de tal vector se puede convertir en uroveetriable.

En matemaéticas, la diversidad de registros de septacion es practicamente evidente,
aungue es generalmente considerada por algunosudrero finalmente trivial para el
aprendizaje de matematicas ya que la comprensiatgde objeto en una de sus
representaciones seria suficiente para su utiimasn cualquier contexto. Sin embargo, es muy
frecuente el problema de encapsulamiento de l@ndjzajes restringidos a los registros en los
gue estos se llevaron a cabo. El encapsulamiesta@biza la comprension conceptual y “se
manifiestan principalmente por el fracaso de lavzeosion en caso de no -congruencia y por la
ausencia de transferencia de los conocimientosaitéade las situaciones estandar de
aprendizaje” (Duval 1999, p. 60). Duval afirma daeliversidad de registros no es solo una util
casualidad, sino que es necesario utilizarla datasarrollo de concepciones, en sus palabras:
“la actividad conceptual implica la coordinacién dies registros de representacian [ya que]
la comprension conceptual aparece ligada al deséotiento de una invarianza entre
representaciones semioticas heterogéridd999, p. 60).

La coordinacion (o articulacion) de registros cetesen la movilizacion y utilizacion
conjunta, de los registros de representacion semidista supone como condicion principal la
discriminacion de las unidades significantes a penecorrespondencia en cada registro y se ve
fuertemente afectada por los fenOmenos de no cengiaientre representaciones. Con esta
definicion se podria suponer que solo hay coorddnmege registros cuando se utilizan varios
explicitamente, sin embargo:

“Un sujeto que ha desarrollado suficientementetadinacion de los registros, muy
bien puede atenerse a las representaciones déouegitro. Pero en realidad, €l
dispone potencialmente de representaciones queepesvde otros registros y que de
manera latente permanecen asociadas a las quikzal (Puval, 1999, p. 67).

De tal manera, una persona que decida trabajanaxtente con sélo un registro también
podria estar ejerciendo una buena coordinaciéeglstros al considerar este acercamiento
como la manera mas eficiente de llegar a la sautidando en cuenta los datos que tiene, los
tratamientos que podria realizar en otros registigggonibles y el tipo de solucion a la que desea
llegar.

La coordinacion de registros de representacionsés por Duval como primordial para el
aprendizaje de las mateméticas debido a tpaa“representacion es cognitivamente parcial en
relacion con lo que ella represeritd 999, p. 67). Por lo tanto, un aprendizaje z=add en un
solo registro, o que privilegie alguno en particulianita la posible comprension de los
contenidos matematicos estudiados; “incluso sidi@m movilizados varios registros, simultanea
0 sucesivamente, esto no acarrea su coordinago2], lo que complica aun mas la situacion.
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Uso conjunto de las teorias

La teoria de registros de representacion no anabastrucciones y procesos mentales que
no involucran directamente la utilizacién de repreaciones externas, por tal razén nos parecen
convenientes los desarrollos tedricos de APOEcjpatmente sus resultados al utilizar los
conceptos de abstraccion reflexiva para analizpeesamiento matematico avanzado.
Encontramos varias investigaciones basadas earia ®POE que sirven para comprobar la
utilidad de la teoria y de su ciclo de investigagi@ra estudiar el aprendizaje del Algebra
Lineal, por ejemplo los trabajos de Roa-Fuente&ta€(2010, 2012). Ademas, existe ya un
acercamiento para el analisis del aprendizaje néteonque se apoya en ambas teorias:
Trigueros y Martinez-Planell (2010) utilizaron uanto compuesto por la teoria APOE y la
teoria de representaciones semiéticas para analiagrendizaje de funciones de dos variables.

Prevemos que el uso coordinado de las dos teanias an solo marco permitiria ganar
precision y entendimiento sobre varios aspectoapleindizaje de las transformaciones lineales:
sobre el desarrollo de las estructuras mental@spal de la semiosis en el aprendizaje y la
naturaleza de varias dificultades de aprendizaje.

El papel de las representaciones dinamicas con resjio a las variaciones cognitivas

Consideramos posible que un uso inapropiado dstregide representacion en el
aprendizaje promueva la realizacion de abstraquséndo-empirica en lugar de abstraccion
reflexiva. El aprendizaje generado por ensefianzeomegistro podria coincidir con las
construcciones mentales desarrolladas por med® algstraccion pseudo-empirica:
forzosamente dependientes de los estimulos extespexificos de los cuales se obtuvieron,
requiriendo la repeticion de las situaciones odlgia para poder utilizar los conocimientos
generados, en este caso, las mismas representaeiotes que saprendidel concepto.

Basados en los resultados sobre los aprendizajdados en la coordinacidon de registros,
suponemos que las construcciones mentales deada®litle esa manera no caerian en la misma
categoria que las obtenidas por la abstracciordpsemnpirica. La independencia de los registros
obtenida por la comprension integrativa nos llega@oner que el aprendizaje obtenido de esta
manera coincidiria con las concepciones obtenidasnpdio de la abstraccién reflexiva o al
menos facilitaria su desarrollo.

La teoria APOE no ignora la diversidad de tiposeggesentaciones en la actividad
matematica y reconoce como un problema el equipataabilidad de conversion con el
aprendizaje conceptual. Sin trivializar la actiddie conversion, se advierte que:

“La razon por la cual los estudiantes tienen taptoblemas para realizar transiciones
entre una representacion y otra es que ellos vaotdimente de una representacion a
la otra (y asi son ensefiados) sin pasar por efis@o cognitivo del concepto (dado
por la descomposicion genética)”(Arnon et al., 2G14.81).

El mismo Duval se expresa en contra de tal redageaithablar del modelo de aprendizaje
centrado en la coordinacion de registros, argumebotgue “seria ingenuo creer que introducir
ejercicios de conversidn sobre algunos casos Hgeda suficiente para crear las condiciones
favorables para la coordinacién de los registrosedeesentacion en los alumnos” (1999, p.
172). El advierte que estos intentos no funcionapéra desarrollar la coordinacion de registros
y, por lo tanto, tampoco para el aprendizaje cotuegp

“Se ve pues que las tareas de conversion [algads o de algunos prototipos] de
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representaciones no pueden favorecer la coordimaeidos registros de
representacion. Y esto, porque toda actividad deersion presupone la
discriminacion de las unidades significantes a penecorrespondencia en el registro
de partida y en el de llegada” (Duval, 1999, p. 73)

La discriminacion de las unidades significantes@@uede lograr por completo de manera
algoritmica, es por ello que el tipo de ensefiaezeodversiones mencionado por Dubinsky
necesariamente falla. Esta discriminacién, comelemento de la semiosis, corresponde a un
tipo de abstraccion (Duval, 1999, p. 14), y dertahera parece susceptible a ser mantenida
como abstraccion empirica o pseudo-empirica y cemahr la reflexiva. En los casos de
aprendizaje algoritmico de las conversiones pasegeillo argumentar que no se trata de
abstraccion reflexiva, pues se desarrolla simpléenewn las caracteristicas propias de los signos
y no refiere a las caracteristicas de los repradest

Duval (1999) aclara que “la discriminacion de laglades significantes de una
representacion, y la posibilidad de una apreherd#do que ella representa, depende de la
aprehension de un campo de variaciones posiblasvieh la significancia en un registro” (p.
74). En otras palabras, que la discriminacion ine@reflexionessobre los invariantes y las
diferencias generadas al hacer variar las rep@senes de un mismo concepto en diferentes
registros para distinguir entvariaciones cognitivag neutras variaciones en los simbolos que
cambian etontenidode la representacion y las que no lo hacen. Dedakra, la discriminacion
de las unidades significantes, por medio de latifieacion de las variaciones cognitivas, genera
el establecimiento de relaciones entre las reptasienes y los conceptos representados:
conocimiento sobre las limitaciones y ventajasatéaaegistro en términos de posibilidades de
representacion y tratamiento.

Caracteristicas de la Investigacion

Las observaciones presentadas son parte de urstigagson de doctorado sobre la
construcciéon mental del concepto de transformalon@al apoyada en la coordinacion de
registros de representacion estaticos y dinamiests. es a su vez desarrollada por medio de una
adaptacion del ciclo de investigacion APOE (Arnbalg 2014). El ciclo propuesto dentro del
paradigma APOE se compone de tres etapas, mostaddsiguiente diagrama.

Analisis tedrico

O\

Recoleceion y analisis Disefio e implementacion
de datos de ensefianza

Figura 2.Ciclo de investigacion (adaptado de Arnon et &i14.

Se esta realizando practicamente una iteracion letangbel ciclo propuesto, con algunas
variaciones en la etapa de disefio e implementag@nsenanza y la inclusion de la teoria de
representaciones semiéticas para el andlisis te&ldisefio de ensefianza no fue realizado
directamente con el ciclo ACE propuesto por APOE(A et al., 2014, p. 57). Sin embargo,
consideramos que la propuesta de ensefianza estitwenpan el ciclo de investigacion de
APOE al promover activamente el desarrollo de tasstrucciones mentales guiadas por una
descomposicion genética.
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Partimos de un andlisis tedrico con el que se gdanha descomposicion genética
preliminar que tome en cuenta el papel de las septaciones para el concepto de
transformacion lineal. La descomposicion genéticgesdel analisis de libros de texto,
resultados de investigaciones previas (principate&oto et al., 2012; Roa-Fuentes & Okta¢
2010, 2012) y experiencia practica. Esta se caiaatpor el desarrollo de concepciones Accién
en un contexto grafico dinamico y la busqueda aedinacion de registros (en el sentido de
Ramirez et al., 2013) desde los inicios del deBarconceptual para lograr construcciones
independientes de las representaciones (Romerot&(Ok014).

De tal manera, se propone desarrollar concepcidoeén y Proceso para las propiedades
de linealidad, inicialmente dependientes de lostexs utilizados. Posteriormente, mediante la
articulacion de los registros gréafico y algebralos,Procesos dependientes a estos serian
coordinados en nuevos Procesos que puedan seadibié en cualquier registro. Se espera que
estos nuevos Procesos independientes de los osgistan mas apropiados que los Procesos
mono-registro para ser coordinados como Proces@sformacion lineal y posteriormente
encapsulados y relacionados con otros Objetos.

Se seleccionaron estudiantes de Ingenieria Matesndgil Instituto Politécnico Nacional
para participar en la investigacion, pues su péediestudiantes, las instalaciones de su
institucion, y el estilo del profesor encargadogtelpo facilitaban la puesta en practica del
disefio de ensefianza. Durante las clases hubo e@pabajo individual y discusién en grupo
sobre el problema general de clasificar las transigiones del plano en dos categorias, las
lineales y las no lineales.

La ensefianza disefiada se llevo a cabo en seinesi®s ejercicios de clase y tareas
extra-clase se presentaron a los estudiantes gpagi@a web (http://goo.gl/r29KMh) para
facilitar su acceso y permitir la repeticion dedasividades para favorecer la interiorizacion;
estos incluyeron actividades con applets de GeaGatircomo actividades para resolw@nano
y situaciones para discutir en clase.

Los estudiantes interactuaron con applets pre-eodes en los que se podian manipular
representaciones de vectores y transformacionesléis y no lineales. Tomando como referencia
representaciones tipo dynagraph (Goldenberg, L&v@Keefe, 1992) en los applets se
representan por separado los planos del domintedominio de las transformaciongEiror!

No se encuentra el origen de la referenciase puede manipular un vector del dominio
mientras GeoGebra calcula la imagen de tal veetior dlguna transformacion y la muestra en el
co-dominio, opcionalmente mostrando el rastro éetar manipulado asi como el de su imagen;
en algunos de los applets se puede ademas modifizansformacion de manera gréfica o
algebraica.
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T = - )
Txy)=(2¢
T, y) = (2.2 +y) Lale Y

Figura 3.Ejemplo de applet sobre transformaciones lineales.

Los applets fueron disefiados para permitir la egplon libre de las situaciones
representadas y por medio de las actividades d#ianza se dirige la interaccion para analizar
las variaciones cognitivas de las representacidediante tal analisis, durante la resolucion de
problemas se definen por separado las propiedad@sedlidad y se clasifican las
transformaciones del plano segun su cumplimientoeockneales o no lineales. Inicialmente los
estudiantes manipulan directamente las representigraficas de vectores y posteriormente
tienen que manipular las transformaciones, grafialgebraicamente, para lograr algun efecto
gréfico particular en la imagen de una region fija.la mayoria de problemas y situaciones
planteadas a los estudiantes se propicia la camidin de registros al plantear los problemas en
uno y requerir la solucién o interpretacion en ppar ejemplo, después de plantear las
propiedades de linealidad graficamente se lesalde estudiantes expresar la propiedad len el
registro algebraico y analizar el hecho de queaagdfente la propiedad se refiere a dos
caracteristicas (colinealidad y proporcionalida@ntras que en el registro algebraico se escribe
como solo una propiedad.

El papel de las representaciones dinamicas en eéfrsito a la concepcidén Proceso

La interiorizacion hacia Procesos requiere genexalende reflexion durante la repeticion
de las Acciones para llegar a abstraer los past@sdecciones; analizar una cantidad suficiente
de repeticiones para lograr una version internellds. Las representaciones dinamicas hacen
disponible una mayor cantidad de informacién, pcactente de manera inmediata y continua a
los estudiantes a través de manipulaciones indsitile las representaciones. Por tal motivo se
aprecian como preferibles, en algunas situaciawse las representaciones graficas (no
dinamicas) y las algebraicas ya que se alcanzgkriencia necesaria mas rapidamente.

Por la naturaleza analoga, no discursiva ni foedbs registros graficos, éstos dificultan
la realizacion de tratamientos sin referirse a&Jbgetos representados. Los signos graficos
generalmente conservan mas propiedades de loso®bggiresentados que las representaciones
algebraicas (que son no-analégicas) (Duval, 199%4) de tal manera la formacion o
interpretacion de las representaciones gréaficéereed las propiedades de los Objetos mas
directamente. Esto facilita el analisis de lasa@adnes cognitivas, promueve la interpretacion
conceptual de las situaciones de aprendizaje § elvdabuso de representaciones vacias.

En nuestra investigacion el caso mas claro de bdisatle la concepcion Proceso
mediante las representaciones dinamicas es etteliante A, mientras analiza en un applet la
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propiedad 2 para una transformacion lineal. Eldiahie A intentaba decidir graficamente si la
transformacion T3 era lineal, partiendo de que @ega la imagen mostrada errlgura 4,

para esa region del dominio. El applet le pernaitializar cualquier vector de la region del
dominio, moviendo la flecha V, y observar su imagarel contra-dominio. Esta actividad se

llevo a cabo después de desarrollar las concecidogon de las propiedades de linealidad y

de haber definido las transformaciones linealeansdizaron casos en los que las propiedades se
cumplen por separado o de manera conjunta paraadgutodos los vectores del dominio.

v T3(V)

*
s

Dominio Imagen

Figura 4.Uso de la concepcién Proceso grafica de la progigda

Después de analizar varios casos especificos ydada propiedad de que la imagen de
un segmento de recta bajo una transformacion leseatro segmento de recta, el estudiante A
concluye que todas las sumas disponibles se emanet regiones similares a la marcada en el
dominio de la Figura 4, por lo que sélo necesitammbar que esas combinaciones lineales se
conserven.

Entrevistador: Entonces ¢Qué hay que revisar? fmanprobar que T3 sea lineal]

Estudiante A: Lo facil seria checar esto: todo gssto [sefiala la region del dominio marcadaen |
Figura 4] en estas lineas va a caer la suma makeesc[combinaciones lineales]. Lo Unico que hay
gue checar es que las imagenes de todos estoamrayelinea recta. Entonces, ya, asi [realiza un
movimiento ciclico recorriendo el dominio de lanséormacion un segmento de recta a la vez y sefiala
el movimiento en las imagenes] podria ser una foapala de checar que es combinacién [que las
imagenes de combinaciones lineales son las conibimeclineales de las imagenes] sdélo esto.

Para llegar a esa técnica, el estudiante coordBrocesos de las propiedades de
linealidad y el de combinacion lineal en uno, eld@so de transformacion lineal. Luego realiza
conversiones al registro grafico y aplica su con@@pProceso (que es transferible entre los dos
registros) para llegar a una técnica que lo corveleda linealidad de la transformacion que
analiza. En el applet so6lo se podia analizar unajbnto del plano, pero la técnica desarrollada
se podria extender con el fin de analizar sufieiewectores para deducir la linealidad de las
transformaciones gracias a que esta basada eocglsBrde transformacion lineal.

Para otro estudiante, el estudiante C, las repi@senes dindmicas sirvieron como un
apoyo para alcanzar concepciones Proceso en vaas®nes. Mientras trabajaba en la
actividad recién mencionada, pero con la transfoidmal 2 del examen (Figura 5), inicialmente
utilizé las representaciones graficas como esstimabando las propiedades de linealidad para
vectores fijos sin observar el dinamismo de lafigré mientras las manipulaba y concluyé que
la transformacion era lineal. Sin embargo, al egplsu razonamiento en la entrevista, el
estudiante C aprovecha que la representacion diadmbrinda mas ejemplos para intentar
mostrar la certeza de su deduccion, solo que esia@rrecta debido a que inicialmente sélo
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comprobo las propiedades de linealidad para alguac®res. A continuacion se presenta c«
el estudiante C explicd su respuesta en la entae

T2(V)

-

o @ @
Figura 5. Transformacién T2 del exam.

Estudiante C: Aqui esta V [elige un vecta Entrevistador: ¢ Qué past
aparentemente al azar] y si lo multiplican Estudiante C:  iAh no!
por un medio te queda como por a
[calcula con el applet y sefiala le'V] Entrevistador: ¢ Esto sio checaste cuando

. o . estabas haciendo el exam
Entrevistador: ¢ Y las imagene

Estudiante C: No. jNo es una transformaci

Estudiante C: Checamos las imagenes y te lineall

mas o menos... si T(V) Esaqui [sefala |
pantalla] entonces [sefiala donde espe Entrevistador: ¢ Por qué
gue estuviera T(*4/) y observa que n
coincide con la imagen calculada po
applet]... [pausa larga]

Estudiante C: jAy!

Estudiante C: Porque no cumple con €
propiedad, la del escalar no cumple. Ni
chequé...

El estudiante @n el examen habia afirmado que la transformac#lfireal, y habi:
probado las propiedades de linealidad para alguextsres, utilizando concepciones Acci
Después del extracto mostrado contintia desarrallEndoncepcion Proceso de la propied:
Lo que resaltamos de este extracto es que lasj@euiiaamicas y ejecutables de GeoGebr
se aprovechan de facto. En efecto, se pueden &rédamrepresentaciones como si fue
estaticas y desaprovechar la informacion disponifllestudiante C guié analizando .
transformacion T2 y encontrd que la propiedad duseple para un subconjunto infinito
vectores del dominio, pero aun asi no se cumpketpaos y por lo tanto no puede ser llam
lineal.

En el problema del examen correspondier extracto anterior se analiz
representaciones dinamicas como las mostradasFigura 5para decidir si tre
transformaciones distintas son lineales o no. Engeliente problema se pide a los estudia
aproximar la expresion algebraica de cada transfoidn y demostrar albraicamente si las
expresiones propuestas corresponden a transformesdineales o no. La mayoria de
estudiantes intento realizar las demostracionesdossen las propiedades de linealidad y n
la manipulacion ciega de representaciones, corfizar el criterio de la férmula gener.
Incluso estudiantegue durante el resto de la entrevista naronpreferencia por estrategi
algoritmicas desapegadas de los conceptoseronde las propiedades de linealidad f
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analizar las expresiones algebraicas. Interpret@mese evita que las representaciones
algebraicas sean vacias debido a su fuerte viconldas representaciones graficas manejadas
previamente. En este caso, desde el inicio lagseptaciones algebraicas se refieren a algo mas
gue a los tratamientos posibles, y ese algo eftdestiemente desarrollado para que una
estrategia conceptual sea percibida como mas util.

Basados en observaciones como las mencionadasngmps que las representaciones
gréficas dinamicas funcionan para los estudiarde®catalizadores del mecanismo de
interiorizacién. Facilitan el analisis de las vaiiames cognitivas al resolver problemas que
involucren conversiones con otros registros, fiaritio asi la reflexion necesaria para la
abstraccion reflexiva.
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