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Resumen

Aunque son diversas las investigaciones y props€staiculares que sugieren la
introduccion de formas de pensamiento algebraical aivel de Educacion Primaria,
las fronteras entre lo que se puede consideramtante algebraico y lo que no es
algebraico son todavia difusas. En este sentidm\etfin de facilitar el
reconocimiento de los rasgos caracteristicos dehamiento algebraico en los
niveles elementales se incluyeron, en este trabgoplos de actividades
matematicas en las que se distingue el caracterétito del algebraico a través de
un analisis basado en los niveles de algebrizat&propuesta tedrica de los niveles
de algebrizacion permite identificar una actividaatemética que no incorpora
rasgos algebraicos, de otra que se puede consabenar propiamente algebraica.

Palabras clave pensamiento aritmético, pensamiento algebraicogles de
algebrizacioén, actividades matematicas.

Introduccion
Diversas investigaciones (Bednarz, Kieran & Le®6l Filloy, Puig & Rojano, 2008;
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Wagner & Kieran, 1989) han reportado las dificuttde los nifios en el transito desde la
aritmética hasta el algebra en la escuela secandfficultades que se centran en la
manipulacion de letras y en la dotacion de sigadfa; pues supone un cambio notable en las
convenciones usadas en la aritmética (Kieran, 1¥8) posiblemente obedece a que el estudio
del algebra ha sido visto como una transicion lireamo una extension de los célculos
numeéricos al calculo literal (Butto & Rojano, 200¢)como una herramienta para la
manipulacion de simbolos para resolver problemesprdvista de significado (Kieran, 2007).
Por tal motivo, diversas investigaciones en eddcagiatematica se han centrado en buscar
formas mas efectivas de abordar la ensefianzaggddrat una de ellas es la introduccion de
aspectos de razonamiento algebraico en la educpdidaria (Davis, 1985; Kaput, 2000;
Vergnaud, 1988).

La propuesta de introducir formas de pensamiegebahico en el curriculo de la
educacion primaria ha propiciado la existenciaiterehtes puntos de vista sobre la naturaleza
del algebra en la escuela elemental (Bednarz,&t86; Carraher & Schliemann, 2007; Kaput,
2000; Kieran, 2007; Usiskin, 1989). Esto reflejadanplejidad que implica la introduccion del
pensamiento algebraico y la necesidad de un marcefdrencia sobre la naturaleza del algebra
gue permita identificar qué es lo que se puedeiderss como algebraico en los niveles
elementales. Al respecto, Godino, Aké, Gonzato 8h&lini, (2014) plantean una concepcion
del algebra basada en la distincién de niveledgddbazacion en la actividad matematica. Esta
propuesta surge de las investigaciones realizadame a la inclusion del algebra en la escuela
primaria y la algebrizacion del curriculo, asi codeda aplicacion del Enfoque Ontosemidtico
del conocimiento y la instruccidon mateméaticos (@o¢Batanero & Font, 2007).

En este trabajo, se desarrollan ejemplos de aatieisl matematicas en las que se distingue
el caracter aritmético del algebraico utilizandpilapuesta de los niveles de algebrizacion de
Godino et al, (2014). Nos centramos particularmentevidenciar como la actividad matematica
puesta en juego en una tarea puede estar situagkamo aritmético y como la manifestacion
de determinados rasgos algebraicos la puede situaw una actividad con un nivel incipiente de
algebrizacion.

El algebra escolar y los niveles de algebrizacion

Ser competente en algebra escolar implica, emas obsas, el ejercicio de esa transicion
bidireccional y flexible entre el uso de accionesmtovistas de significado (como la aplicacion
automatica de reglas y procedimientos), la apl@adel sentido comun y la busqueda de
significados (Arcavi, 2007). Sin embargo, las cotapeias algebraicas también son el resultado
de un proceso de maduracién mas general que sedllesa lo largo del tiempo (Santrock,
2001), por lo que se justifica que su ensefanaa@e desde la escuela primaria (Carpenter,
Franke, & Levi, 2003). En este sentido, el pensatuialgebraico se puede desarrollar en los
nifios como resultado de la realizacion de activadatkbidamente planificadas, que partiendo de
tareas aritméticas, o de otros blogues de contémddida y geometria), vayan creando
progresivamente la tension hacia la generalizasiénholizacion y el calculo analitico. Para
promover dicho desarrollo es necesario que los tnsesean conscientes de los diferentes
rasgos del razonamiento algebraico que podriangrerse en la escuela primaria.

En consonancia con las propuestas de los autoesisggstigan en el campo conocido
como “algebra temprana” (Cai & Knuth, 2011; Carrake&chliemann, 2007), los trabajos de
Aké, Godino, Gonzato & Wilhelmi, (2013) y Godinoadt (2014) proponen un modelo del
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pensamiento algebraico en el que plantean distingai actividad matematica que no incorpora
rasgos algebraicos (nivel cero de algebrizaciorgtdeque se puede considerar como
propiamente algebraica (nivel 3 de algebrizacias),como también enmarcar aquellas
actividades con niveles incipientes e intermedmaldebrizacion (nivel 1 y 2 de algebrizacion).
Dicha propuesta se define en términos de la presgredual, en la actividad matemética, de
objetos y procesos algebraicos, asi como el ddsgprogresivo de las formas del lenguaje y de
los procesos de generalizacion. Especificamerttgs astores proponen como rasgos
caracteristicos del pensamiento algebraico, lagesites:

1. Ausencia del razonamiento algebraico (NivelEyte nivel esta caracterizado por la
intervencion de objetos particulares expresadasdanguaje natural, numérico, icénico,
gestual; no se reconocen relaciones y propiedaglEsperaciones.

2. Nivel incipiente de algebrizacion (Nivel Bste nivel se caracteriza por el reconocimiento
de relaciones y propiedades de las operacionessagas en un lenguaje natural,
numerico, iconico, gestual; pueden intervenir silmbgue expresen cantidades
desconocidas. En tareas funcionales se recongeméaalidad aunque expresada en un
lenguaje diferente al simbalico-literal.

3. Nivel intermedio de algebrizacion (Nivel Bste nivel se caracteriza por el uso de un
lenguaje alfanumeérico a través del reconocimiertagteamiento de ecuaciones de la
formadx + B = C. En tareas funcionales se reconoce la generaligad,no se opera con
las variables para obtener formas canonicas desipr.

4. Nivel consolidado de algebrizacidon (Nivel Bste nivel se caracteriza por el empleo de un
lenguaje alfanumérico; los simbolos se usan de raamalitica y se opera con las
indeterminadas o variables planteando ecuacionksfdemadx + B = Cx + D. También
se plantea la formulacion simbdlica y descontektadh de reglas candnicas de expresion
de funciones y patrones.

Es importante destacar que dichos autores sostgreeal nivel se asigna, no a la tarea
en si misma, sino a la actividad matematica queaia. Esto indica que dependiendo de la
manera en que se resuelve una tarea, la practieandisca puede ser clasificada en un nivel
u otro. Para realizar dicha clasificacion propouglizar tres criterios para distinguir los
niveles de algebrizacion: (a) La presencia de ‘toljalgebraicos” intensivos (esto es,
entidades que tienen un caracter de generaliddel jrideterminacion), (b) tipo de lenguajes
usados para expresar dichos objetos y (c) el tratdonque se aplica (operaciones,
transformaciones basadas en la aplicacion de ptagés estructurales). Dichos criterios son
congruentes con lo que otros autores proponendedirar o algebraico (Filloy et al., 2008;
Kaput, 2008; Puig & Rojano, 2004; Radford, 201 tjug se detallan en el articulo Godino et
al. (2014). Toma particular interés que dicha pegpaitambién es interpretable en términos
de “capas de generalidad” que describe Radford)22111). “Las capas de generalidad se
distinguen en funcion de las indicaciones a quesbsdiantes recurren para pensar
algebraicamente” (Randford, 2011, p. 311). En sst¢ido, algunas caracteristicas de la
generalizacién factual y contextual que describRddford se concretan en los niveles 1y 2
respectivamente, mientras que la generalizaciéhd&ioa es interpretable en el nivel 3 de
algebrizacion.
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De lo aritmético a lo algebraico en actividades maméaticas

Las fronteras entre lo que se puede considerarotante algebraico y lo que no es
algebraico son difusas, lo que puede ser una Hditypara el profesor que decide asumir el
compromiso de promover el pensamiento algebraicusralumnos.

En esta seccion incluimos el ejemplo de distinbhiscgones de una tarea analizadas segun
los tipos de objetos y procesos que ponen en jyegjasificadas segun el nivel de razonamiento
algebraico que manifiestan, particularmente séndisén las actividades de caracter aritmético
de las formas incipientes de algebrizacion.

El problema propuesto a una muestra de 140 estedide magisterio, en el contexto de
una asignatura que contempla su formacion didaot@@matica, es el siguiente:

Juan prepara una limonada utilizando 3 cucharadasadlcar y 12 cucharadas de
concentrado de zumo de limoén. Maria utiliza 5 cuablas de azucar y 20 cucharadas de
concentrado de zumo de limon.

a) ¢Cual de las dos limonadas es mas dulce, la dealada de Maria, o tienen el mimo
sabor?

b) Si Juana quiere preparar una limonada con el misaoor que la anterior pero para
24 cucharadas de limén, ¢ Cuantas cucharadas deaaziebe poner?

c) ¢Cuantas cucharadas de azUcar se debe poner pandmero cualquiera de
cucharadas de limén?

Esta tarea fue tomada de Rivas y Godino (2009¢tepde que el estudiante generalice y
asocie el concepto de proporcionalidad con la ftaoidn de una funcion lineal.

La Figura 1 incluye la respuesta del estudiantericeso a) de la tarea. Se observa que el
maestro en formacién simplifica las razones a gueston minima, identificAndo$e25 como
resultados de dicho procedimiento de simplificacldama particularmente la atencion el uso de
la division(3 +~ 12 y 5 <+ 20) para expresar la razon, un tratamiento que segudenthal
(1983) priva a la razon de lo que la hace valiasaactal.

Todos los objetos que aparecen en el proceso diecgs son medidas de cantidades
particulares de magnitudes y operaciones aritnmgtioa los valores numéricos de dichas
medidas. El estudiante pone énfasis en las opeexipse centra en la obtencion de un
resultado, de este modo no se diferencian propésdeel corte algebraico por lo que la actividad
gueda en el plano aritmético (Nivel 0).

a.) 311220725 cuclru.m.&n; cL: odvcar ﬂ‘rcr ::ul'.a whie 3& %mn;-. ilq-n)
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Figura 1 Respuesta del estudiante 1.
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El estudiante 2 dio otra respuesta para el misgiedr(Figura 2), en su solucién, afirma:
“Las dos limonadas tienen el mismo sabor, ya gut® t3uan como Maria, para 1 cucharada de
azucar han afadido 4 de zumo de limon, la Unieaetitia es la cantidad pero la proporcién es
la misma”. El estudiante utiliza la estrategiaaenidad simple (Lamon, 1993) para determinar
si ambas razones tiene la misma razén unitarida Balucion planteada se reconoce y representa
a la cantidad desconocida, a saber, la cantidadme de limon por cada cucharada de azlcar y
la representa usando una literal. Emerge el usmderopiedad “en toda proporcion el producto
de los medios es igual al producto de los extrepmosjue justifica la aplicacion de la regla de 3.
Esta actividad presenta un nivel incipiente delaigacion (Nivel 1).

I MART:
A2 W]x.z"'ﬁ:q S—=R0( . 2.y,
| — x 3, { — x 3

Figura 2. Respuesta del estudiante 2.

Para el inciso b) de la tarea, el estudiante 3groigné la respuesta de la Figura 3:
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Figura 3.Respuesta del estudiante 3.

Este estudiante halla el valor que falta considirajue en las razones involucradas el
numerador y denominador de una razoén es el dodeeatea, es decir, se aprecia como toma de
referencia la relacion de la razon 3:12 e idertitjoe el doble del consecuente (12) es 24, para
gue se conserve asi el mismo sabor, el doble tetedente tendria que ser 6. El estudiante
reconoce las condiciones de aplicacion de la niigkigion y reduce la resolucién del problema a
una situacién multiplicativa. No hay ningun rasgopio de razonamiento algebraico por lo que
esta actividad matematica queda en el plano ardon@tlivel 0).

En la Figura 4 se ilustra la respuesta de un esttelpara el mismo inciso. En esta
respuesta se identifica el reconocimiento de uopipdad en su procedimiento, el estudiante
expresa que la razon entre los datos debe sen4jparse conserve el mismo sabor. Denota con
un literal la cantidad desconocida y a continuati@nspone el término para hallar el resultado.
La actividad supone un nivel incipiente de algedwi@n (Nivel 1)

I Y4, 209 e 29,2 € codvaeden 2 cscon,

Figura 4.Respuesta del estudiante 4.

Para el inciso c) de la tarea, se muestra en ladg la solucion que proporcioné el
estudiante 5. En la respuesta se reconoce quag@arccicharada de azlcar se agregan cuatro
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cucharadas de limon; se trata de una relacion mpeege del enunciado del problema y que no
contesta de manera satisfactoria a la preguntihetielc. Se trata de una actividad de predominio
aritmético (Nivel 0).

¢) Pore Coda M Cucuored® &e Tume & Gendn % Seloen,
chvef A de awior.

Figura 5. Respuesta del estudiante 5.

Para este mismo inciso, el estudiante 6 proporaim@respuesta que se ilustra en la
Figura 6. El estudiante reconoce la regla de depemna de las cucharadas de azlcar respecto a
las cucharadas de limon, por lo que emergen losepdos de variable dependiente e
independiente.

-Bn_hc\.o il JGO,\-_‘Q,\*Q Con Qom, c‘&'\mm{l‘m&m qihécm:;g, %%:"LQ\
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Figura 6. Respuesta del estudiante 6.

Se aprecia la generacién de una regla en la gdeséfica a la expresion “cualquier
namero” como un indicio de la generalidad. Sin enmpbaexpresa la generalidad en un lenguaje
natural, por lo que el grado de algebrizacion sesiciera como incipiente (Nivel 1).

Los resultados del analisis de las producciondegestudiantes de magisterio, indican
gue los items a) y b) fueron accesibles para lesstras en formacion (el indice de dificultad es
97.14 y 97.86 respectivamente). El item ¢) que delim#a formulacion de una regla general,
resultd claramente dificil de resolver por los d&tntes (el indice de dificultad es 33.57). Se
aprecia de manera general que los maestros endidmmao abordan la tarea con planteamiento
funcionales, aplicando correspondencias y realzalistinciones entre la variable independiente
y dependiente. Los ejemplos de soluciones plansead@stran el modo en el que la actividad
puesta en juego en la tarea puede cambiar suténygpdisar del plano aritmético a un nivel
incipiente de algebrizacion. Del analisis tambiémssprende que para que la actividad
matematica adquiera un primer nivel de algebrizas®debe enfatizar en las propiedades y en
las relaciones, asi como hacer uso de tablas pandlésis de las cantidades involucradas. Por
otro lado, operar con la incognita como si fuesecala, representada en lenguaje simbdlico-
literal, marca diferencias distintivas entre ebraamiento aritmético y el propiamente
algebraico. “Este tipo de insuficiencia operaciaralo que esta representado en el estadio pre-
simbolico del &lgebra sugiere la presencia de umigpdie corte 0 cambio entre operar sobre la
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incognita y no operar sobre ella, aqui al nivelpgisamiento individual” (Filloy et al., 2008, p.
93).

Conclusiones

La introduccion del algebra en el curriculo dedauela primaria desde los primeros
grados es una propuesta que se ha consolidadoédedpwarios afios de investigacion, sin
embargo aun no es claro como se puede introduciraghera sistematica y gradual de tal suerte
gue los profesores puedan no solo reconocer ehaazento algebraico en tareas matematicas
escolares sino que también puedan promover didomaaniento en los nifios. Una propuesta de
sistematizacion, es la que propone Godino et @L4Pcon los niveles de algebrizacion. La
propuesta de dichos autores ofrece una alternadireaatribuir el caracter algebraico gradual a la
actividad matemética, la cual es la que finalmeetade el caracter algebraico.

Las tareas discutidas evidencian que es la actidédestudiante la que devela el caracter
algebraico de la tarea, y que dicho caracter poedanerger durante la actividad matematica. El
caracter algebraico gradual atribuido a las tayessaracter algebraico en funcion de la
actividad matemética son dos aspectos dignos ée éencuenta en los procesos de introduccion
del razonamiento algebraico en la escuela y eprilmsesos de formacion de los maestros. En
este sentido, los profesores deben ser capacestaelds conceptos desarrollados en la
educacion basica ligandolos con conceptos mas astaazon la finalidad de desarrollar el
razonamiento algebraico. Por ejemplo, las tablasuwléplicar pueden ser representadas por
medio de la expresioy = mx dondex y y son nimeros enterosty puede ser la tabla del 2,
del 3, del 4, y asi sucesivamente hasta la tabB0de

Schliemann, Carraher y Brizuela (2007) argumentanlgs estudiantes comienzan a
entender funciones (lineales) y proporciones (@mises) mucho antes de poder comprender una
expresion comy = mx + b, es decir, los educadores ensefian sobre las piopes y
funciones mucho antes de ensefar expresiones siottitdrales a los estudiantes. Al respecto,
nosotros sefialamos que los maestros en formaci@Emder capaces de abrir paso para el
desarrollo gradual del simbolismo ligado a los emtes y procesos aritméticos basicos.
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