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Resumen

Basandonos en la teoria APOE (Acciones, Proce&ssjyemas) (Arnon, Cottril,
Dubinsky, Oktag, Roa, Trigueros y Weller, 2014)astigamos los niveles de
coherencia en el esquema del concepto Transformaaiéal, entendiendo este
como una articulacion entre diferentes interpretaes, las que hemos denominado
interpretacion funcional, matricial y geométriaadas ellas entrelazadas por la
combinacién lineal. En este reporte de investiggadmos cuenta de una segunda
etapa en la investigacion, referida especificamainpeoceso de validacion del
modelo multinterpretativo para el concepto transfeion lineal, a partir de
entrevistas semiestructuradas, desde donde saugenpbr ejemplo que el concepto
de kernel es determinante en la evolucion del esguiel concepto transformacion
lineal.

Palabras claveEsquema, Transformacién Lineal, APOE.
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Introduccién

Analizamos el concepto transformacion lineal comsiddo tres formas en que este se
presenta, donde cada una de ellas fue descompmuests elementos fundamentales y
articulados basicamente por el concepto combindriéal; es asi que nuestro estudio propuso,
y basandose en la metodologia propia de la ted?@E una descomposicion genética, por cada
interpretacion del concepto transformacion linesd germitio una descripcion detallada del
esquema para el concepto, estas descomposiciométicgs aparecen en forma detallada en
Alme 27, bajo el titulo “Construcciones y Mecanisnidentales para el Aprendizaje de la
Matriz Asociada a una Transformacion Lineal” (Mana, Parraguez ,2014) y en acta CIBEM
VII, bajo el titulo “Una Mirada Cognitiva a las Trsformaciones Lineales. Articulacion entre
sus Tres Interpretaciones: Funcional-Matricial-Géuina” (Maturana, Parraguez ,2013), en esta
Gltima se muestran las primeras evidencias obtsrdade se incorporan las tres
interpretaciones, desde donde emerge un modelintegiretativo para el estudio del concepto
transformacion lineal.

Sobre el concepto de transformacion lineal, la demtacion hasta ahora obtenida, da
cuenta que su aprendizaje presenta una dificuleaebmy son diversas las investigaciones en
didactica de la matematica que han abordado sugpndkica. Algunas de ellas en la ultima
década, corresponden a los aportes de Uicab y (@@86), Molina y Oktac (2007) ambas
investigaciones abordan la probleméatica de aprajgen un contexto geométrico del concepto,
identificando aquellos modelos que pueden tenezdtigdiantes en relacion al concepto
transformacion lineal y el grado de interferen@aedtos. Por otra parte, Roa y Oktac (2010),
dan cuenta de su investigacion sobre la constmic®dina Descomposicion Genética del
concepto transformacion lineal, la cual se sustenta teoria APOE, proporcionando como
resultado de investigacion dos formas de constbnquara concepto, ambas basadas en lo que
llamaos interpretacién funcional del concepto. foparte, Bagley, Rasmussen y Zandieh
(2012) centran su investigacion en la relacion ephaal que los estudiantes establecen entre las
matrices y las funciones lineales. Son alguno®sl@ahtecedentes que constituyeron la base para
el disefio del modelo de investigacion, entendide esmo una propuesta desde APOE, que
describe en detalle las construcciones y mecanismos$ales necesarios para la construccion y
evolucién del esquema concepto transformacionlliesaasi que nuestros hallazgos, dan cuenta
de los niveles de coherencia en el esquema deéptmtransformacion lineal, esto es la triada:
Nivel Intra- Transformacion Lineal, Nivel Inter-Thrsformacion Lineal y Nivel Trans-
Transformacion Lineal.

La Teoria APOE

Dubinsky (Arnon et al., 2014) basado en el concdptabstraccion reflexiva, de Piaget,
para describir la construccion de objetos mentdisingue los siguientes mecanismos:
interiorizacién, coordinacion, encapsulacion, yemsion. Estos, a su vez, originan diferentes
construcciones mentales: acciones, procesos, sbgtquemas (APOE).

Consideremos F un concepto matematico. Un indivhg®e una concepcion accion de F
si las transformaciones que hace sobre él se aeghaso a paso, obedeciendo a estimulos que
son y percibe como externos. El interioriza la@t@n una concepcion proceso de F si puede
realizar una operacion interna que hace esencigédnteemisma transformacion enteramente en
Su mente, sin necesariamente recorrer todos los gapecificos. Si piensa en un proceso como
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un todo, y realiza y construye transformacionesesehb totalidad ha encapsulado el proceso en
una concepcioén objeto de F. Un esquema de aquel é®una coleccidén de acciones, procesos,
objetos y otros esquemas que estan relacionadgsiente o inconscientemente en la mente del
individuo en una estructura cognitiva coherentea dascomposicién genética, describe en
detalle los aspectos constructivos de F para eteplien camino factible de su aprendizaje en
términos de construcciones y mecanismos mentales.

Disefio metodoldgico de la investigacion

Incorporamos a la metodologia propia de la teoH®ER el estudio de caso (Stake, 2010).
La unidad de estudio que constituyo el “caso”, dmlumnos chilenos de una universidad del
pais, estudiantes de la carrera de pedagogia emditata. La seleccion de dichos estudiantes se
vinculd con las siguientes categorias: estudiaati#éesos académicamente, avance curricular,
ejercitan ampliamente en matematica, voluntariegerbgeneidad en los procesos de formacion
de los estudiantes, accesibilidad de los investigead Es preciso dejar en clara que al caso de
estudio se aplicé el ciclo de investigacion preves la teoria APOE, el cual establece: un
analisis teorico, conocido como descomposicion tigméun disefio, basado en la
descomposicidén genética tedrica, y aplicacion deumentos; seguido de un analisis y
verificacion de datos (Asiala et al., 1996).

En este reporte damos cuenta de la etapa final ienéstigacion relacionada con la
busqueda de los indicadores para la construccibesdeema para el concepto transformacion
lineal, esto es mostraremos las evidencias obtewiesde las entrevistas realizadas a los
estudiantes del caso que mostraron construcciagigsmas a la objeto para el concepto
transformacion lineal. Establecimos la articula@ditre las interpretaciones del concepto como
criterio de seleccién para establecer el nivebdmherencia en el esquema para el concepto de
transformacion lineal. Para ello trabajamos enaesnmen tabular de la informacién sobre las
construcciones mentales mostradas en un cuesbqgmaiio, para algunos tramos de las
descomposiciones genéticas propuestas.

Denominaremos por las siglas M, F y G a las inegggiones Matricial, Funcional y
Geométrica del concepto transformacion lineal.

Tabla 1

Estudiantes del caso que mostraron construccioretales proximas a la de objeto en la interpretacion
funcional. Fuente propia afio 2013

ORDEN CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL

ESTUDIANTE PARA MOSTRADA
DAR RESPUESTA EN LA INTERPRETACION
AL CUESTIONARIO FUNCIONAL

E3 MFG PROCESO
E6 FMG PROCESO
E9 GMF OBJETO

E15 FMG PROCESO
El6 FMG PROCESO
E17 FGM PROCESO
E18 MFG PROCESO
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Tabla 2

Estudiantes del caso que mostraron construccioretalas préximas a la de objeto en la interpretacion
matricial. Fuente propia afio 2013

ORDEN CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL

ESTUDIANTE PARA MOSTRADA
DAR RESPUESTA EN LA INTERPRETACION
AL CUESTIONARIO MATRICIAL

E9 GMF PROCESO

E13 MFG PROCESO

E18 MFG PROCESO

Tabla 3

Estudiantes del caso que mostraron construccioretalas préximas a la de objeto en la interpretacion
geomeétrica. Fuente propia afio 2013

ORDEN CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL

ESTUDIANTE PARA MOSTRADA
DAR RESPUESTA EN LA INTERPRETACION
AL CUESTIONARIO GEOMETRICA

E3 MFG PROCESO

ES MGF PROCESO

E7 GFM PROCESO

E9 GMF OBJETO

E18 MFG PROCESO

E19 FGM PROCESO

Se realiz6 un proceso de triangulacion de los datasnformacién de las tablas anteriores
(tablas 1, 2 y 3), el propdsito es encontrar quesom los estudiantes del caso que mostraron
construcciones mentales proximas a la de objetoglaroncepto de TL; es asi que: E3, E9y
E18 fueron los candidatos para ser entrevistadoatita 4 se muestra el resumen de este
procedimiento.

Tabla 4
Triangulacion de los datos de la investigacion. Reepropia afo 2013
ORDEN CONSTRUCCION ~ CONSTRUCCION | CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL MENTAL MENTAL
ESTUDIANTE ~ PARA MOSTRADA MOSTRADA MOSTRADA
DAR EN LA EN LA | EN LA
RESPUESTA INTERPRETACION  INTERPRETACION | INTERPRETACION
AL FUNCIONAL MATRICIAL GEOMETRICA
CUESTIONARIO
PROCESO PROCESO PROCESO
E9 GMF OBJETO PROCESO OBJETO
E18 MFG PROCESO OBJETO PROCESO

La informacién mostrada por los estudiantes sedeecios, E3, E9 y E18, sobre la
articulaciéon de las interpretaciones, permitio fiear el guion de sus entrevistas.

» E3, muestra una construccién mental proceso ers fadanterpretaciones, sobre la
articulacion, entre la interpretacion funcionalepométrica, esta basada en el teorema
fundamental del &lgebra lineal, no presenta evidsrataras de articulacion con la
interpretacion matricial, lo que es contradictardm: primeramente el orden en que
selecciono responder al cuestionario fue MFG, yrmastré una construccion mental
proceso en las respuestas a las preguntas detaretaicion matricial del concepto. Para la
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entrevista de E3, se debid considerar que no makgth tipo de preferencia por
interpretacion.

» E9 muestra una construccién mental objeto en degpiretaciones, la funcional y a
geométrica, sobre esta articulacion evocando etes fundamental del algebra lineal, sin
dar evidencias sobre coordinacion con otras irgggpiones. Para su entrevista
consideraremos que ha mostrado una articulaciéa,tsatamiento al concepto emerge
desde lo geomeétrico, lo que queda confirmado eselaccion para escoger el orden en el
cuestionario (GMF).

» E18 muestra una construccion mental objeto entdaretacion matricial, sobre la
articulacion, da evidencias de coordinaciones datfencional y lo geométrico, no
muestra articulaciones con lo matricial. E18 resieosl cuestionario es MFG, por lo que
en su entrevista profundizaremos en sus articulasidesde lo matricial.

El esquema y el modelo multinterpretativo

Nuestra propuesta para analizar los esquemas dstladiantes seleccionados del caso se
basa en el modelo multinterpretativo para el cotacdp transformacion lineal. El concepto de
transformacion lineal es un concepto unificadoapdrdlgebra lineal, por esta razon para la
caracterizacion de su esquema como construcciotamproponemos considerar las
interpretaciones como esquemas mentales que nogip@n determinar los niveles de
coherencia en el esquema global del concepto. Ees¢opara obtener evidencias sobre estos
niveles de coherencia en el esquema del concaptsideramos el “exterior” de nuestras
interpretaciones, que forman parte del concepto, guee no fueron consideradas como
elementos fundamentales en la construccion delegaadransformacion lineal, es decir no
aparecen como construcciones o0 mecanismos meatatgaguna de las descomposiciones
genéticas de cada interpretacion, el propositaasia prueba cada descomposicion genética
como modelo descriptivo para el aprendizaje, yiahma tiempo obtener evidencia de los
elementos emergentes que construyen al concepsfdrenacion lineal.

En la figural damos cuenta de esta idea, sobiracéura para el concepto
transformacion lineal, donde posee componentesigernofuncional, matricial y geométrico,
pero no desconocemos que es mas que esto. Un ejengalrtante de un concepto en este
“exterior”, es el de isomorfismo de espacios veates, el que puede servir para examinar los
elementos emergentes, pues posee caracterisiinasdrsales para el algebra en general.

4 ™

ESQUEMA
MATRICIAL

. vy

Figura 1 Las componentes propuestas para él Estudio deémsgdel concepto transformacion lineal.
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Para analizar la coherencia en el esquema del ptantransformacion lineal y determinar
Sus componentes, proponemos gue un estudianterenuastivel de esquentiatra para el
concepto transformacion lineal, si en alguna dergespretaciones da cuenta de poseer una
construcciéon mental objeto, la que le permite realciertas acciones sobre algunas estructuras
fundamentales, pero no ha articulado las trespre&ciones, por lo que responde a las
preguntas que dan cuenta de la construccion defmbel concepto transformacion lineal en
alguna de sus interpretaciones, sin establecezsmmndencia con las otras interpretaciones del
concepto. Es asi que al enfrentarlo a situacicfesidas al concepto transformacion lineal, de
un nivel superior, por ejemplo en relacidon al tewaedel isomorfismo de espacios no podria
responder en forma adecuada.

Un estudiante muestra un nivel de esquértexr del concepto transformacion lineal, es
aquel que por lo menos ha articulado dos de lagardgtaciones de este esquema, es de esta
forma que responde a las preguntas que dan cuelldacdnstruccion del objeto del concepto
transformacion lineal, o que le permite establégeprimeras correspondencias o
concordancias con los teoremas propios de lasforamsciones lineales. Para finalizar un
estudiante muestra un nivel de esquédmzsdel concepto transformacion lineal, si responde a
las preguntas que dan cuenta de la construccidobgitb del concepto transformacion lineal, y
es capaz de establecer correspondencia con tadasda interpretaciones del concepto. Por lo
gue estableceria conexiones con los teoremas grdpitas trasformaciones lineales, como por
ejemplo el teorema del isomorfismo de espaciovietes. Es asi que incorporamos en algunas
de las preguntas seleccionadas para la entre&istaclon de isomorfismo de espacios
vectoriales; a modo de poner a prueba todas lapaoentes del esquema del concepto
transformacion lineal. Pensamos que las nocionsdeda perspectiva funcional como las de
injectividad y epiyectividad debieran emerger, guobdn la de linealidad, estas deben coordinarse
con el concepto kernel y de dimension, para em$ibte dar una respuesta que construya una
funcion que respete la estructura de espacio valtbos conceptos de grupo cociente y clase
estarian en el limite del concepto transformaditeal, por lo que este tipo de construccion
obedeceria a un nivel Trans siempre que dé mueldrsis coherencia.

Hemos dado cuenta de la forma en que fueron seteamtns los estudiantes del caso para
las entrevistas, ademas se mostro el criterio gpaahzar los esquemas lo que constituye la
directriz de andlisis de nuestros datos.

Algunas evidencias obtenidas en las entrevistas

A continuacion presentaremos un extracto de l@gaglde los tres entrevistados para dar
respuesta a la siguiente pregunta desde dondaleeoptener algunas de las evidencias que
sostenemos. Las entrevistas se realizaron porasipgrse video gravaron

= 5
.y . — 2 . . D' _ }é /2 0
Dada la transformacion lineal F :[0 ° - [] ©, definida por [F] = , donde
° }/ —}/ 1
2 2
D =((1,0,1),(1,1,0),(2,1,2)y D'=((1,1), (L~ 1), determine si la transformacion lineal F es

un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Extracto de la respuesta de E3:

Realiza algunos célculos que aparecen en laafigulos que corresponden a la busqueda del
kernel de la transformacion lineal.

WY s d(l,o,n«fi\,\,olqu,uu

‘\4 5 zxf% ?4 * %\ AL, N\\\,"\\
ut«r,nyﬂ\ @\)/ /1 1 6 ;\.?C- Q, \
W-’Y 7/);\ l .\’ 7' )L \'k

i 3 e Ry

Figura 2 Los calculos realizados por E3.

[Ent-267]  ¢Es un isomorfismo de’Rn R?
[E3--267] No. No, no, no. Porque quizas no es inyectivo. glag hacerlo.

Realizé los célculos mostrados en la figura 2, doglckernel le permite dar respuesta a la
pregunta, y por otra parte, reconstruir la fung@éeservando la estructura algebraica de espacio
vectorial.

[E3--281] Claro, pero por el Kernel no era 0.

[Ent-282] ¢,COmo calculaste el Kernel?

[E3--282] Las tres imagenes dan cero.

[E3--284] ...Es que me huele que si uno de estos me da 0... N@@elar O
[E3--287] Si, es un conjunto de preimagenes del 0.

[E3--288] También es un subespacio. Ademas los puntos dedivan a dar al 0 de la
transformacion.

Responde que no es un isomorfismo, pero frentsigulacion de reformular la funcién
para que si lo sea E3 muestra que el esquemarteraretacion matricial le permite reconstruir
la transformacién en su interpretacion funcionedgponder a esta pregunta sobre el
isomorfismo.

Extracto de la respuesta de E9:
[E9--36] Nuevamente la dimensidn de los espacios es diséistgue no puede
haber un isomorfismo.

[Ent-37] ¢ Estas seguro? Entonces ta dices que no hay unrisemmo.
[E9--37] Si.
NO Jl—hﬁ ﬂg ) JIHKZ

< (4/l,4) ’(41 ‘p)>

Figura 3. Muestra los argumentos de

[Ent-39] &Y, no es posible redefinir?
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[E9--39] No, no es posible, porque si... Porque el espaci eonjunto es de
dimension 3, asi que nosotros, aqui abajo no pgederar todo...
Tenemos una base aqui de dimension 2.

[E9--41] Y en laimagen. Y conjunto de dimension 2 no puggteerar .... que tiene que
aparecer aqui. Asi que no puede haber un isomarfamque sean iguales.

E9 para dar respuesta a la pregunta 5 coordir@festrucciones mentales proceso del
concepto de dimension con el concepto de funci@udljante el teorema fundamental del algebra
lineal. Lo que no alcanza para construir el teordetasomorfismo de espacios vectoriales, pues
falta coordinar con el concepto de nucleo de layie le permitiria construir el grupo cociente lo
gue permitiria construir un isomorfismo.

Extracto de la respuesta de E18:

Lee la pregunta y reflexiona sobre las dimensiaeel®s espacios de partida y de llegada:

[E18-126] Pero si vamos al teorema, este tiene tres, g/ &sfirma que tiene que
ser cero, mas dos... No nos daria la igualdad.

[Ent-127] A ver, como. Explicame. Qué es ese juego de numeros

[E18-127] Ya. Es que la dimensidn de los espacios de partida dimension...

[E18-128] Es 3. Sifuera un isomorfismo, el Kernel, o sedifaension del Kernel,
tendria que ser cero. Si, porque para queodasmos devolver y esa sea
invertida. Y la dimension del espacio dedlgg tendria que llegar a todo
el espacio, pero ese es dos. Entonces nean@slar dos.

[Ent-129] Ya. Entonces, ¢ cudl es tu respuesta?

En figura 4 se aprecia el trabajo de E18, dondeussstra que coordina los conceptos de
funcién, dimension, kernel e imagen, mediante @let@a de las dimensiones, Este corresponde
a establecer que una TL entre espacios vectofialesdimensionales cumplen con la siguiente

relaciondim(kerT )+ dim( ImgT) = din{V) dondeV es el espacio vectorial de partida.

3 Yorhda B
——v ‘\
Vo S v‘m }?Kl:r\r‘“,\ A8/
hm '\m“)!.’l\ z .

Figura 4. Trabajo de E1.

Comienza su explicacion a su conclusion de quetestormacion lineal de la pregunta es
un isomorfismo.
[E18-129} Que no. ...Y esos de ahi son LI. Quiero ver esd,(1), (1, 1,0)y
(2, 1, 2). [Piensa en voz alta, trabaja.] Enjonces...
[Ent-130] ¢Son LD?
[E18-130] Estoy viendo si es LD. Y si es una contradiccagmtpnces es LI.
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[Ent-131] ¢ Y llegan a donde?

[E18-131] Ese proceso tiene que ser dos. El 1 tiene qugsdra B y ahi me
tendria que dar C igual a dos, pero si betane, entonces tendria que
ser uno, entonces si es LlI.

[E18-134] Sies isomorfismo.

(o) | Wl (22)

@) = & (o pa) 4 g (A49)

L+p=1
ped LT, gyl

T RsT.
Figura 5 Calculos realizados por E18.

Su argumentacion segun transcripcion de audiont@sonsiste en primeramente
verificar que el espacio de partida dado como ureigglo sea un conjunto linealmente
independiente, esto es verificacion de que es ase, Ipor lo que estd mostrando una
construccién proceso del concepto base de un espectiorial, posteriormente al concluir que
son linealmente independiente asegura que la tiana€ion lineal es un isomorfismo de
espacios vectoriales. Lo que muestra que no halicaao el concepto de funcién con el de
espacio vectorial mediante la combinacion lineal.

Por esta razon se invita a comparar esta respeasia dada anteriormente.

[Ent-135] ¢Es un isomorfismo? Te recuerdo que antes tu dgigie.

[E18-135]  Ah, si.

[E18-136] Por el determinante. El teorema es el que detarmin

[Ent-137] ¢ Y se puede calcular ese determinante?

[E18-137] Entonces no podemos.

[Ent-143] ¢Por qué?

[E18-143] Porque... Es que... No quiero, no s€, no quiero cesao.u Ya, porque
no cumple eso. Y no puedo calcular el detesnte.

Se da cuenta que no puede calcular el determigardmienza a trabajar con el concepto
del kernel de la transformacion lineal. Esto muegtre la construccion mental asociada al
concepto de kernel es proceso, pues recurre dedide el concepto de determinante de la matriz
asociada a la transformacion lineal.

Algunas conclusiones

Desde el estudio de las entrevistas sobre el cemdepransformacion lineal, nos fue
posible establecer que al analizar el procesotarikacion de las interpretaciones del concepto
se pone a prueba su esquema, es asi que lostrmgstados mostraron en términos generales,
las siguientes construcciones mentales: espactoned¢vector, base, conjuntos linealmente
independientes y linealmente dependientes, combiméineal, funcion lineal, inyectividad,
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matriz, coordenada, Matriz asociada a una transfoidn lineal, dimension, kernel,
isomorfismo, teorema fundamental del algebra daa@sp vectoriales.

Cada una de ellas como construcciones mentalesgwrarcobjeto sobre las cuales
efectuaban acciones o coordinaciones; las queiestovdispuestas en nuestras
descomposiciones genéticas, pero la diferencia eoHerencia de sus esquemas se pudo
establecer mediante la introduccion del conceptisaaorfismo de espacios vectoriales, donde
dos de los tres estudiantes entrevistados, mostou® las construcciones mentales de los
conceptos de dimensién y kernel eran fundamentabaisos lo relacionaron a la interpretacion
funcional del concepto transformacion lineal , dofalestructura algebraica de espacio vectorial
era fundamental. Por otra parte, en ambos emexgmeepto de grupo cociente, vinculado a la
estructura de espacio vectorial, pensamos que estiadiantes lograron relacionar el algebra
abstracta con el algebra lineal mostrando asi erallds un esquema para el concepto de
transformacion lineal de nivel Trans, el que logriicular las tres interpretaciones y construir el
isomorfismo ente espacios vectoriales. Las difeasnmon los otros entrevistados radicaron, por
una parte, en: las interpretaciones no construida® construccion mental objeto, lo que
impidieron levantar respuestas claras, por ottselmecanizado de algunos teoremas sobre la
dimension de espacios vectoriales y su relacioret@omorfismo de espacios vectoriales. La
inyectividad resulto ser otro indicador, pues morgire se coordina con el concepto de kernel lo
gue limita la construccion del esquema para el ggtocde transformacion lineal.
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