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Resumen

Presentamos un avance del proyecto de tesis de doctorado que estamos realizando en
el marco del Doctorado en Educacion, Linea de Educacion Matematica, de la
Universidad de Antioquia (Medellin, Colombia). Este estudio tiene como prop6sito
analizar el desarrollo del pensamiento teérico, en estudiantes de grado once, en su
proceso de objetivacion del limite de una funcion. La perspectiva histérico-cultural
de la educacidn sirve de fundamentacion teorica en esta investigacion, en especial la
Teoria de la Actividad. El camino metodologico seguido es de orden cualitativo,
desde un paradigma critico-dialéctico, y una investigacion participante. El trabajo de
campo esta siendo realizado en una institucion escolar publica de la ciudad de
Medellin.

Palabras clave: perspectiva histérico-cultural de la educacion matematica, 1dgica
dialéctica, Teoria de la Actividad, Actividades Orientadoras de Ensefianza;
aprendizaje del calculo.

Planteamiento del problema

La definicion axiomatica de limite ha llegado a las aulas con el propdsito de fundamentar
la matematica escolar en el nivel medio, conllevando a la organizacion de los contenidos bajo la
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influencia de la estructura formal del Anélisis Matematico, como lo anotan Molfino y Buendia
(2010). Tal fundamentacion rigurosa ha propendido por un dominio algoritmico de limite, mas
no por una objetivacion del mismo que, ademas, posibilite el desarrollo del pensamiento tedrico
en los estudiantes. Este hecho, se transforma en una problematica que se hace evidente en las
dificultades a las que nos enfrentamos los maestros para la ensefianza de dicho concepto
matematico y, especialmente, a las que se enfrentan los estudiantes para el aprendizaje del
mismo.

En esa direccién, concordamos con Cantoral (1995) cuando plantea que una de las causas
de la problematica del aprendizaje de conceptos del Calculo en la escuela radica, en primer lugar,
en que antes de enfrentarse a éstos, los estudiantes aprenden una matematica elemental asequible
a ellos y, luego, abruptamente, se encuentran ante una matematica avanzada que exige un alto
nivel de abstraccion. En segundo lugar, dice este autor, otra de las dificultades es el contenido
mismo del Célculo propuesto en el curriculo. Es decir, el Calculo escolar contiene ideas nuevas
—para los estudiantes— como el cambio y la variacion, variacion instantanea, procesos infinitos
y limites. Ideas, esas, que exigen de unas herramientas matematicas de un nivel superior.

Al respecto, Cantoral y Farfan (2003) exponen que la inclusion de saberes bajo la
rigurosidad matemaética al sistema curricular escolar conduce a una serie de problemas en cuanto
a sus procesos de ensefianza y aprendizaje. Problemas que requieren de la implementacion de
estrategias diferentes a las usadas comunmente, que propicien el aprendizaje de los conceptos
fundamentales del Calculo.

Concordamos con Blazquez, Ortega, Gatica, y Benegas (2006) cuando plantean que el
concepto de limite surgio historicamente desde las matematicas mismas y no desde la didactica.
Ademas, estos autores, refiriéndose a la evolucion de este concepto, dicen:

“Se distingue la necesidad de explicitarlo y formalizarlo, que se utiliza de manera
implicita desde la época griega, y no llega a su forma actual hasta el siglo X1X, en
parte para validar algunos resultados obtenidos y en parte para demostrar otros mas
generales” (p. 193).

Asi, consideramos que el formalismo del Calculo, consolidado por necesidades concretas
en periodos historicos concretos, ha crecido con el avance de las matematicas, pero al mismo
tiempo ha interpuesto una considerable distancia entre objetos mateméaticos —como el limite de
una funcién, por ejemplo— y su aprendizaje por parte de los estudiantes del ciclo de ensefianza
media. Hecho del que pensamos, son responsables, en cierta medida, la mayoria de los maestros
al llevarlo de manera intempestiva a las aulas de clase.

En esa linea, la lectura de estos autores nos ha posibilitado continuar reflexionando sobre la
pertinencia o no de la ensefianza del concepto de limite en el contexto escolar de la educacién
media en el ambito educativo colombiano. Asi, pensamos que la incorporacion de saberes
matematicos como el de limite al curriculo propuesto para la escuela conlleva a una serie de
problemas tedricos y practicos que precisan ser discutidos desde otras apuestas epistemoldgicas,
gnoseoldgicas, metodoldgicas y, es claro, ontoldgicas. Apuestas direccionadas hacia una
ensefianza que posibilite un aprendizaje con significado y con sentido para los estudiantes, de tal
forma que, a su vez, posibilite el desarrollo de su pensamiento (en el sentido propuesto por
Davidov (1988) y Kopnin (1978), y que sera discutido mas adelante). En esa direccion,
concordamos con Davidov (1988) cuando expresa:
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“La escuela debe ensefiar a los alumnos a pensar, es decir, a desarrollar
activamente en ellos los fundamentos del pensamiento contemporéneo, para lo cual
es necesario organizar una ensefianza que impulse el desarrollo (Ilamémosla
“desarrollante”)” (p.3).

Para Davidov (1988), una ensefianza desarrollante es aquella que forma en los estudiantes
un pensamiento tedrico. Esto es, un pensamiento que posibilite comprender y dominar el proceso
de origen y desarrollo de las cosas por medio del analisis de las condiciones en que se producen
las mismas. Dicho pensamiento tiene formas especificas de generalizacién y abstraccion tales,
que posibilitan a los estudiantes la formacion de conceptos.

Al encontrarnos con planteamientos como el de Davidov (1988), podriamos aducir que no
son nuevos y que es eso lo que los maestros planean para llevarlo a cabo en las aulas de clase.
Sin embargo, nos surgen algunas inquietudes problematizadoras: ¢realmente los maestros
posibilitan el desarrollo de este tipo de pensamiento en los estudiantes? Ademas, ¢es ese el
interés del sistema escolar? En ese sentido, trabajos como los de Cantoral (1995) y Blazquez et
al. (2006), mas nuestra experiencia como maestras, que debemos ensefar estos temas, nos llevan
a afirmar que no todo proceso de escolarizacion conlleva al desarrollo intelectual del sujeto y, es
mas, en algunas ocasiones, puede suceder lo contrario.

Por su parte, Davidov (1988) afirma que en la escuela se practica una ensefianza que no
propende por el pensamiento tedrico. Contrariamente, la escuela fomenta en los estudiantes un
pensamiento empirico; un tipo de pensamiento que dificulta el acercamiento tedrico de los
estudiantes al conocimiento. De esta manera, para Davidov (1988), la ensefianza escolar influye
poco en el desarrollo de las capacidades intelectuales de los estudiantes.

Asi, desde nuestra practica pedagdgica, como maestras de matematicas escolares, nos
preguntamos también por el tipo de pensamiento que estamos fomentando en los estudiantes, y,
por la manera en que estamos llevando al aula los objetos matematicos. Nos preguntamos si
estaremos posibilitando el desarrollo de su capacidad intelectual, de forma tal que les posibilite a
esos estudiantes adquirir tedricamente —en el sentido de Davidov (1988)— los conocimientos
matematicos propuestos en el curriculo escolar. En particular, nos hacemos esta indagacion sobre
el concepto de limite de una funcién, dada la importancia que se le da a la ensefianza de este
concepto en el grado once —en el &mbito colombiano- y dada la dificultad de su aprendizaje por
parte de los estudiantes.

De acuerdo con lo expuesto, la pregunta orientadora de esta investigacion es: ;cOmo se
desarrolla el pensamiento tedrico en el proceso de objetivacion del concepto de limite de una
funcidn, en estudiantes de grado once?

Marco tedrico

Nuestras comprensiones tedricas en este estudio, desde los aspectos epistemoldgicos,
gnoseoldgicos, metodoldgicos y ontoldgicos estan inmersas en la perspectiva historico—cultural
de la educacidn, y, en especial, de la educacion matematica. En esa direccion, explicitaremos a
continuacion algunas de estas comprensiones sobre conceptos como: pensamiento empirico,
pensamiento tedrico, objetivacion y limite.

Pensamiento empirico: acercamiento fragmentado a la realidad objetiva

De acuerdo con Davidov (1988), la actividad practica humana, entre otras cosas, desarrolla
la actividad mental y, con ella, la capacidad del ser humano de expresar mediante diversos
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sistemas semidticos el objeto o fenémeno —idealizado'- que analiza. Si la idealizacion de ese
objeto (o fendmeno) material es realizada de una forma primaria, esto es, solamente de los
aspectos observados sensorialmente y utilizando no diferentes sistemas semiéticos, sino la
palabra como principal forma de expresion, entonces el proceso mental involucrado es el
pensamiento empirico. Asi, el pensamiento empirico, segin Davidov (1988 p. 123), es la “(...)
forma transformada y expresada verbalmente de la actividad de los 6rganos de los sentidos,
enlazada con la vida real; es el derivado directo de la actividad objetal-sensorial de las
personas”.

Concordamos con Kopnin (1978) cuando expresa que en el pensamiento empirico, el
objeto es representado por sus manifestaciones externas, tan solo como resultado de la
contemplacion hecha por el sujeto. Asi, la forma Idgica del pensamiento empirico, su contenido
fundamental, es el juicio de lo observado, generado aisladamente y emitido mediante un solo
término, lo cual no posibilita identificar las particularidades esenciales del objeto, la conexion
interna de sus aspectos. En esa misma direccion, puede decirse que en el pensamiento empirico
es caracteristico el uso de la palabra para dar a la interaccion perceptual la forma de
universalidad abstracta, como apunta Davidov (1988). Universalidad que, basada en la
repetitividad, verbaliza lo percibido en forma de juicios; constituyendo asi el fundamento de los
procesos de generalizacion y abstraccion empiricas.

En cuanto a la generalizacion empirica, ésta puede entenderse, segin Davidov (1998),
como el movimiento que muestra las caracteristicas comunes de un objeto o fendmeno en
relacion a la clase de objetos de la que hace parte. Aqui lo general consiste en hallar ese algo que
se repite; es lo invariante de las propiedades del objeto en analisis, lo cual se constituye en lo
esencial, en el concepto mismo. De acuerdo con Davidov (1988), la generalizacion se encuentra
estrechamente relacionada con el proceso de abstraccion, ya que para identificar una cualidad
comun de un objeto, se requiere hacer una separacién de otras de sus cualidades. Esto permite al
estudiante, segun dicho autor, “convertir la cualidad general en un objeto independiente y
especial de las siguientes acciones —Ila cualidad general se designa con alguna palabra—"
(p.102). Asi, en esta perspectiva, lo general se considera s6lo como lo igual o semejante en el
grupo de objetos o fendmeno abordado; interpretando por lo tanto, lo esencial como el rasgo
distintivo de la clase de objetos, como lo que permite formar el concepto. Este tipo de
consideraciones coincide, segin Davidov (1988), con la interpretacion de la légica formal, la
cual conlleva los procesos de generalizacion y abstraccion en la via del pensamiento empirico.

De esta forma, el pensamiento empirico origina, en los estudiantes, la formacion de
conceptos resultantes de la experiencia sensorial, mas, no de la esencia del objeto en
movimiento, como es la particularidad principal de los conceptos cientificos. Esta idea es
concordante con Moura (2010), cuando plantea que para entender un fenémeno, este debe ser
tomado en su movimiento, en su historicidad, en su complejidad, ya que no puede ser
comprendido en su inmediatez ni en su apariencia. No se puede conocer la realidad mediante el
contacto directo con el fenémeno; “el contacto posibilita solamente una representacion cattica
del todo” (Marx, 1989, referenciado por Moura, 2010, p.37). Asi, comprender un fendmeno
desde el pensamiento empirico es conocer sélo una de las dimensiones de la realidad; es

'Retomamos el concepto de idealizacion desde Marx, referenciado por Davidov (1988, p. 118), en su
definicion textual: “...Lo ideal no es, por el contrario, mas que lo material traducido y transpuesto a la
cabeza del hombre”.
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conocerla de una forma fragmentada y superficial.
Pensamiento tedrico: comprension dialéctica de la realidad objetiva

Davidov (1988) expone que, contrariamente al pensamiento empirico, el pensamiento
teorico posibilita al sujeto comprender la esencia del objeto estudiado mediante la elaboracion de
los datos observados dialécticamente. Esto es, hallar las conexiones internas de las propiedades
de los objetos analizados, sus contradicciones y singularidades, como parte de un todo integrado.
De esta forma, como lo expresa el mismo autor, en el pensamiento tedrico, el concepto surge
como un modo de actividad psiquica del sujeto que le posibilita la reproduccién del objeto
idealizado, develando su esencia.

En esa misma linea, parafraseando a Davidov (1988), puede decirse que el pensamiento
tedrico elabora los datos de la contemplacion y los representa en forma de conceptos, expresados
mediante diferentes sistemas semidticos, mediante procesos de deduccion y analisis de las
relaciones existentes entre las cosas al interior de un sistema, identificando, ademas, la relacion
parte-todo entre ellas. EI concepto, aqui, actua tanto como forma de reflejo del objeto, como
medio de su estructuracion; es decir, como una “accion mental especial” (Davidov, 1988, p.
126). Asi, en este tipo de pensamiento, el concepto, cuyo caracter es historico-social, es
objetivado por el individuo.

Moura (2010), apoyandose en el materialismo historico-cultural, plantea que el
pensamiento teorico se desarrolla mediante la I6gica dialéctica, la cual posibilita traspasar la
mera identificacion de los rasgos aparentes del objeto de la contemplacion y su determinacién
como concepto por medio de la palabra. En la misma linea, este autor plantea que la tarea del
pensamiento tedrico es revelar el movimiento, la esencia del fenomeno, por medio del proceso
de la ascension de lo abstracto a lo concreto. Esto es, el proceso en que el pensamiento aborda lo
abstracto para luego reproducirlo como algo concreto; como un todo desarrollado que representa
la unidad de lo diverso (Davidov, 1988). Asi, lo concreto y lo abstracto, de acuerdo a este Gltimo
autor, son momentos del andlisis del objeto, por medio de la actividad del pensamiento. Cabe
aclarar que dicho anélisis comienza por lo inmediatamente obtenido, en forma de abstraccion, de
caos, para luego ser concretizado. Sin embargo, como lo expresa el mismo Davidov (1988), las
abstracciones deben ser tales que develen las conexiones internas del fendmeno estudiado, sus
contradicciones. Por lo tanto, el proceso de la ascension de lo abstracto a lo concreto, como lo
enuncia Moura (2010), debe revelar las contradicciones presentes en la abstraccion inicial para
asi elaborar la concretud del objeto; la cual permite integrar lo singular y lo particular, la parte y
el todo, del objeto analizado en movimiento.

Concordando con Davidov (1988) y Moura (2010), es nuestra apuesta en esta investigacion
plantear la necesidad de transformar las practicas de ensefianza en otras que generen, a su vez,
una transformacion del pensamiento de los estudiantes. Un pensamiento, del estudiante, que
trasgreda la generalizacion empirica (producto del simple establecimiento de relaciones mediante
la sola percepcion) hasta desarrollar un pensamiento que posibilite un analisis dialéctico del
objeto o fendbmeno a ser aprendido; esto es, hacia el desarrollo de un pensamiento tedrico.

Objetivacion: proceso de encontrar (se) en la cultura

Desde la perspectiva gnoseoldgica y ontoldgica que asumimaos, el sujeto es considerado
como un ser histérico, social y cultural. Es en el proceso de “ser con los otros” (Radford, 2004)
gue un sujeto puede constituirse como individuo. Pero, su misma forma de interactuar, de
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relacionarse con otros sujetos y con las cosas que le rodean esta directamente influenciada por la
cultura de la que hace parte activa. Es ella entonces —la cultura— la que posibilita que el sujeto
interprete su entorno de cierta forma 'y, por ende, su manera de pensar y de actuar. Es en la
cultura que el sujeto encuentra un conocimiento —construido en un devenir historico por medio
de la actividad humana— y lo actualiza (Radford, 2013) como parte de su proceso de
aprendizaje, de su objetivacion.

Comprendemos la teoria de la objetivacion como es asumida por Radford (2008). Es decir,
como una teoria de ensefianza y, ante todo, de aprendizaje inscrita en la perspectiva historico-
cultural, en la cual conceptos como pensamiento, por ejemplo, trasgreden epistemologias
idealistas. En esa linea, el pensamiento, para Radford (2008), es una forma de reflexion
mediatizada que hace un individuo de su realidad. Reflexidn que es mediada por los artefactos
(objetos, instrumentos, signos, entre otros) presentes en la cultura a la cual pertenece dicho
individuo. Pero esos artefactos, segln este autor, son mas que apoyos para el pensamiento, son
partes constitutivas de la actividad de pensar. Asi, entender el pensamiento como reflexion,
desde Radford (2008), es entenderlo como un movimiento entre cierta realidad —constituida en
un devenir histérico— y un sujeto que la modifica de acuerdo a su forma particular de interpretar
el mundo, de acuerdo a su cosmogonia.

Objetivacion, segun Radford (2004), es una palabra cuya etimologia se refiere a acciones
gue ponen algo enfrente nuestro; que posibilitan hacer visible lo invisible; “volver aparente lo
potencial” (p. 18). Entiendo aqui, que ver lo que en cierto momento se nos hace invisible puede
darse mediante un proceso de intersubjetividad. Es decir, se nos hace visible lo invisible a través
de la interaccion con el otro —con todo lo que no soy yo (Bajtin, 2009) —y que me forma como
ser, a la vez que puedo hacer una reflexién de la realidad. Un yo que, en término bajtinianos, es
un yo esencialmente social pues se constituye a partir de las voces de los otros. Son precisamente
esos otros los que nos motivan a ver lo que antes estaba oculto en la cultura, los que nos
permiten aprender. En esa linea, Radford (2008) plantea que el aprendizaje es un acto en el que
damos sentido a los objetos existentes en la cultura, cuando nos relacionamos abiertamente con
ellos y con quienes interactuamos. Es hallar un “algo” (Radford, 2008, p. 225) en la cultura de
forma tal que en ese proceso de bdsqueda “el individuo que busca, se encuentra™, es decir, que a
la vez que encuentra ese algo, pasa a constituirse como sujeto (ibidem). Asi, de acuerdo con este
autor, el proceso por el cual el sujeto encuentra creativamente algo en la cultura, es la
objetivacion. Asi, el aprendizaje involucra procesos sociales en los que el sujeto adquiere,
progresivamente, por medio de la actividad, conciencia sobre ciertas formas “codificadas de
pensamiento y de accion” (Radford, 2013, p.13), existentes en la cultura. En esta direccion,
comprendemos la objetivacién como un proceso social donde el aprendizaje surge desde las
unidades dialécticas individuo/colectivo, individuo/cultura. En palabras de Radford (2008):

“Tal como se entiende aqui, la objetivacion es mas que la conexion de los dos
polos clasicos epistemoldgicos, sujeto y objeto: es de hecho un proceso
transformador y creativo entre estos dos polos, donde, en el curso del aprendizaje,
el sujeto objetiva el conocimiento cultural y, al hacerlo, se encuentra objetivado en
un movimiento reflexivo que puede ser nombrado subjetivacion. La elaboracion
del sujeto, la creacién de una subjetividad particular (y Unica) es, por lo tanto, un
proceso de subjetivacion que es posible por la actividad en la cual la objetivacion
se lleva a cabo, y por la naturaleza re-flexiva del pensamiento [...]”. (Radford,
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2008, p.225.)?

Desde lo anterior, vemos el caracter dialéctico del proceso de aprendizaje, desde la teoria
de la objetivacion asumida por Radford (2008). Dialéctico, dado que se refiere a un movimiento
entre dos polos (el sujeto y el objeto cultural), inicialmente en contradiccion para luego superar
ésta y, asi, tornarse unidad en un nuevo nivel. De tal forma que en este nuevo nivel el sujeto se
ha transformado ya por la accion del objeto que ha hallado en la cultura, a la vez que lo
transforma a €l segin su forma particular de entender la realidad. Y en esta unidad dialéctica,
sujeto/objeto, el primero elabora conocimiento y, por lo tanto, se constituye en un sujeto
diferente al del momento inicial.

En esa perspectiva, pensamos que la escuela y, especificamente, los maestros, pueden
(re)significar su practica pedagdgica de modo que el estudiante se acerque a los objetos
matematicos desde otro lente. Un acercamiento que le posibilite, a ese estudiante, encontrar en
los objetos matematicos —en ese legado histérico y cultural- un algo que lo movilice y que, a su
vez, lo constituya como un sujeto participe de la (re)elaboracion del conocimiento matematico
escolar, en una constante intersubjetividad con sus comparieros de aprendizaje. De esa forma, el
conocimiento matematico, posiblemente, se transformaria en un conocimiento con significado y
sentido para el estudiante.

Limite: una forma de entender la mutabilidad de las realidades

El concepto de limite se comenzo a gestar en el siglo XV1I, en un momento socio-historico
en el que, segun Laurentiev y Nikolski (1976), se requeria transformar el estudio matematico de
las leyes del movimiento, ya que se comprendid que el estado de inmovilidad es inexistente en la
naturaleza y que, por lo tanto, el cambio es incesante. Tal compresion devino de una serie de
acontecimientos que se generaban desde dos siglos atras y que transformaron la vision estatica
del mundo existente hasta entonces. Asi, y como lo plantean estos autores, el final de la edad
media estuvo acompariado de importantes exploraciones. Uno de los resultados de estas
exploraciones fue el descubrimiento del llamado “Nuevo Mundo”, que posibilité la ampliacién
de las fronteras geograficas y mentales de la época. A finales del siglo XV y comienzos del X VI,
Leonardo da Vinci, Rafael y Miguel Angel resignificaron el concepto de arte con sus
innovadoras creaciones. Ya a mediados del siglo X VI, la cosmogonia de la Europa de entonces
se sorprendia ante la caida del sistema solar ptolemaico y el nacimiento de la teoria heliocéntrica
de Copérnico. Teoria desarrollada y complementada posteriormente por Kepler y Galilei en el
siglo XVI1I, generando, asi, una revolucion paradigmatica de la astronomia y por lo tanto una
expansion del campo visual del momento.

Asi, entonces, los diversos desarrollos en campos como la navegacion, el arte, la
astronomia, la mecanica y la tecnologia, condujeron a pensar e interpretar el mundo de una
forma diferente e impulsar la ciencia hacia la investigacion cuantitativa de algunos fenémenos.
De esta manera, surgio6 entonces la necesidad de estudiar problemas matematicos nunca antes
pensados, como el abordaje de las leyes del movimiento. Como lo plantea Caraca (1984), el
movimiento no podia ser comprendido entonces tan slo como una sucesién de estados
particulares; se precisaba de un método que posibilitara trascender el abordaje estatico del
movimiento, ya que se habia entendido que todas las cosas de la naturaleza estaban en

? Las citas de Radford (2008), Caraca (1984), Moura (2010) y Kopnin (1978) son traducciones de nuestra
autoria.
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permanente cambio y, por lo tanto, en continua transformacion.

En el contexto antes descrito, en el siglo XVII, surgio el problema del movimiento; el cual
consistid, esencialmente, segun Caraca (1984), en la imposibilidad de hallar la posicion de un
movil en determinado instante en un punto de su trayectoria, pues se entendio que entre dos
puntos, por mas cercanos que estuviesen, existia infinidad de puntos. Este problema exigio la
creacion de un nuevo instrumento matematico que posibilitara trabajar tanto con estados
determinados como con la infinidad de posibilidades entre dos de ellos. EIl nuevo instrumento fue
el infinitésimo. Este concepto fue entendido como la variable representativa de un conjunto de
valores sucesivos tan proximos a cero cuanto se desee (Caraga, 1984). La aplicacion del
nombrado instrumento, en el estudio de lo que sucede en cierto punto en interdependencia con
puntos “arbitrariamente proximos” (Caraga, 1984, p. 218), y su posterior desarrollo, posibilitd la
creacion del concepto de limite.

Diferentes matematicos en distintos momentos historicos —Newton, D" Alambert, Cauchy
y Weierstrass, entre otros— definieron el concepto de limite. Sin embargo, por nuestra apuesta
epistemoldgica retomamos en este trabajo el planteado por Caraca (1984, p. 231), formulado de
la siguiente forma:

Se dice que la sucesion numerable a, tiene por limite el nimero L, cuando n tiende
a infinito, y se escribe:

Lima, =L . i e

, cuando la diferencia a, — L es infinitésima con }/

n— o n

Asi, seguin Caraca (1984), L es, para la sucesion a,, el resultado de la interdependencia de
sus términos. Es decir, que ““lo que pasa en un punto, solo puede ser entendido en
interdependencia con lo que pasa en puntos vecinos” (p.233).

Si los fendmenos estudiados pueden ser representados por funciones de variable real,
entonces el instrumento es el limite de una funcion real. Este limite es definido por Caraca (1984,
p.295) como sigue:

Consideremos la funcion y(x), real de variable real definida en cierto intervalo y sea
a un punto de ese intervalo.

Se dice que y(x) tiene por limite el nimero L cuando xtiende haciaa, o que y(x)
tiende hacia L cuando xtiende hacia a y se escribe:
Limy(x)=L

, cuando la diferencia y(x)—L es infinitésimo con x—a.
X—a

Es claro que decir que y(x)—L es infinitésima conx—a, es lo mismo que decir que
y(X) es vecino de L cuando xes vecino de a.

Asi, de acuerdo con Caraga (1984), el limite de la funcién en un punto no depende del
valor exacto de la funcién en ese punto, sino del conjunto de los valores de la funcion en la
vecindad de ese punto, es decir, es el resultado de su interdependencia.

Segun Laurentiev y Nikolski (1976), de igual forma que el concepto de infinitésimo, la
idea de limite conlleva a un método —el método de los limites— para estudiar distintos fendmenos
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relacionados con el cambio y el movimiento. De acuerdo a estos autores, para hallar el valor de
cierta magnitud hacemos una serie de aproximaciones, cada una de ellas mas pequefia que la
inmediatamente anterior. Asi, como lo expresan los mismos autores, ““por este método, que es en
esencia profundamente dialéctico, obtenemos una constante fija como resultado de un proceso o
movimiento™ (Laurentiev y Nikolski, 1976, p.95). Comprendemos el método dialéctico ahi
referido, en el sentido dado por Kopnin (1978). Esto es, como la aplicacién por parte del sujeto
de unas reglas de accion estandarizadas acorde a las necesidades surgidas en la relacién con el
objeto de estudio. Dicho de otra manera, la dialéctica como un método de conocimiento de los
fendmenos de la realidad objetiva; una realidad de la que hace parte el mismo sujeto que esta en
permanente cambio, y que, por tanto, no puede estudiarse desde la l6gica formal. Asi, entender el
concepto de limite bajo la Optica dialéctica —método dialéctico— es entender un modo de
aproximarse a la esencia de un objeto o fendmeno en constante movimiento y cambio.

La idea de limite fue producto de una construccion social, en un devenir histérico, en la
que generaciones durante varios siglos estudiaron problemas, inicialmente del movimiento
mecanico que, segun Laurentiev y Nikolski (1976), no podian resolverse por métodos simples de
la aritmética, el algebra y la geometria elemental. Se requeria de una forma diferente de entender
la mutabilidad de la realidad y, para ello, se requeria de la creacion de un instrumento
matematico nuevo —de un método— no antes considerado, que posibilitara estudiar, como la
expresa Caraca (1984), el estado de un fendmeno de cualquier naturaleza en interdependencia
con sus estados vecinos. El instrumento matematico que posibilité cuantificar la infinidad de
posibilidades de la interrelacion de dichos estados fue el concepto de limite.

Objetivo

Analizar el desarrollo del pensamiento tedrico, en estudiantes de grado once, en su proceso
de objetivacion del limite de una funcion.

Metodologia

El estudio se esta realizando desde del paradigma cualitativo, bajo un enfoque critico-
dialéctico. Nos inscribimos en el paradigma cualitativo dado el interés, a partir de nuestra
asuncion epistemoldgica, de interpretar y comunicar una realidad particular de un sujeto.
Realidad que esta formada por factores socio-politicos y econdmicos, a través de un devenir
histdrico. Es este sujeto —el estudiante— en el contexto escolar, el que, como sujetos
investigadores, desde nuestra realidad particular, estudiaremos por medio de una participacién
activa en el aula. Trataremos de superar las descripciones e interpretaciones generales de
fendmenos presentes en el proceso de ensefianza y en el proceso de aprendizaje del conocimiento
matematico, particularmente en cuanto a la aproximacion tedrica al concepto de limite de una
funcidn, del sujeto investigado en su contexto natural.

A la luz del enfoque critico-dialéctico, nos basaremos, en primer lugar, en el concepto de
dialéctica asumido por Kopnin (1978). Es decir, la dialéctica como un método de conocimiento
de la esencia de los fendmenos de la realidad, fendmenos —naturales y sociales — que estan en
permanente interrelacién, movimiento y cambio. Asi, basarnos en el concepto de dialéctica,
significa acercarnos al entendimiento de los aspectos constituyentes de la realidad del sujeto que
vamos a estudiar. Un sujeto que es un ser social, historico y creador de su propia realidad en
interrelacion con los otros.

En segundo lugar, concebiremos la relacion sujeto/objeto de conocimiento, segun los
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planteamientos de Sanchez (1998). Esto es, una relacion desde supuestos gnoseoldgicos y
ontoldgicos, entendida no como bipolar sino como unidad, al comprender la dialéctica existente
entre ambos —sujeto/objeto— como participes activos del conocimiento. En esta linea,
analizaremos la relacion tejida dialécticamente entre el sujeto estudiante y el desarrollo de su
pensamiento teorico en el proceso de objetivacion del concepto limite de una funcion. De ese
modo, podemos decir que, en tercer lugar, y en concordancia con lo anterior, basaremos nuestros
analisis en el caracter transformador del paradigma critico-dialéctico.

Produccion conjunta de registro y datos

Para la produccion conjunta de registros y datos partiremos de las actividades realizadas
por tres estudiantes de grado once de una institucion femenina, de caracter oficial, de la ciudad
de Medellin. Para dicha produccién disefiaremos unas Actividades Orientadoras de Ensefianza
(Moura, 1998), las cuales propondremos a las estudiantes para desarrollar en el aula de clase, en
la que nos desempefiamos como maestras y en la que ademas actuaremos como observadoras
participantes. Dichas Actividades Orientadoras de Ensefianza, planteadas por Moura (2010), se
encuentran en el marco de la teoria de la actividad. La actividad es enunciada por Leontiev
(referenciado por Davidov, 1988, p. 28) como:

“Una secuencia dialécticamente interconectada de acciones mediatizadas a través
de las cuales los individuos se relacionan no solamente con el mundo de los objetos
sino que también con otros individuos, adquiriendo, en el curso de ese proceso, la
experiencia humana”.

De esta forma, la actividad podria, ademas, entenderse como las formas de organizacion al
interior de una cultura, orientadas a un fin determinado. Dicha teoria ha sido (re)significada por
autores como Moura (1998) en practicas sociales como la educacion y, especificamente, en la
actividad pedagdgica. Esta actividad pedagogica esta constituida por la actividad de ensefianza
y la actividad de aprendizaje. La Actividad Orientadora de Ensefianza es una propuesta de este
autor y de su grupo de investigacion GEPAPe?, para la organizacion de la ensefianza y del
aprendizaje que, fundamentada en la teoria histdrico-cultural, surge como una opcion para la
actividad pedagogica. Desde la dimension planteada por dicho autor, la Actividad Orientadora
de Ensefianza sugiere pensar, planear y desarrollar los encuentros en el aula de clase, de tal
manera que se generen interacciones —entre el maestro y el estudiante— que posibiliten
(re)significar el conocimiento matematico socialmente construido. Asi, consideramos que la
Actividad Orientadora de Ensefianza es una alternativa para potenciar en el estudiante el
desarrollo del pensamiento teorico, razon por la cual sera el pilar epistemologico y metodologico
del trabajo de campo de este proyecto de investigacion.

Consideramos importante explicitar que la produccion de registros y de datos los
realizaremos durante las clases en las que las estudiantes desarrollen las actividades propuestas.
Asi, desde nuestra observacion participante asumiremos el papel de “Quilt maker o Bricoleur™
(Denzin y Lincoln, 2012, p.49) ya que tomaremos partes de la realidad que observaremos,
utilizando diferentes herramientas y técnicas, y las uniremos al interpretarlas —desde nuestras
subjetividades— para construir un hilvanado con los datos producidos en los diferentes momentos

¥ GEPAPe (Grupo de Estudos e Pesquisas sobre a Atividade Pedagdgica). Es un grupo de investigacion
de la universidad de Sao Paulo (Brasil) conformado por maestros y estudiantes de maestria y doctorado,
que reflexiona sobre la actividad de ensefianza y la actividad de aprendizaje de la matematica, en la
perspectiva histérico-cultural.
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del trabajo de campo. Un hilvanado que construiremos a través de: videograbaciones de los
encuentros en el aula; fotografias que posibiliten evidenciar diferentes episodios; entrevistas
semiestructuradas a las alumnas; un diario en el que plasmaremos nuestras reflexiones como
investigadoras y otros registros (escritos, orales, audiovisuales) producidos por las estudiantes, y
derivados del desarrollo de las Actividades Orientadoras de Ensefianza.

Analisis de los datos

El anélisis de los datos lo realizaremos mediante el estudio de casos, bajo las
consideraciones de Yin (2010) y adoptando una triangulacién entre los datos, nuestra mirada
como investigadoras y el marco tedrico.

Yin (2010) plantea que un estudio de casos “(...) investiga un fendmeno contemporaneo en
profundidad y en su contexto de vida real, especialmente cuando los limites entre el fendmeno y
el contexto no son claramente evidentes”. Asi, emplearemos el método de estudio de casos como
una herramienta para analizar los datos producidos, porque es nuestro interés interpretar un
fendmeno particular en las condiciones naturales en las que se dara la relacion entre el sujeto
protagonista de la investigacion y el objeto de conocimiento matemaético, mediados por las
particularidades dadas por la cultura que los constituye.

De esta manera, analizaremos el caso de tres estudiantes —que invitaremos a participar en
el proyecto y que se tornaran las protagonistas del mismo, elegidas atendiendo a sus intereses
hacia el area, hacia el proyecto y hacia el desarrollo de las actividades propuestas— en
concordancia con Yin (2010) cuando plantea que el caso “debe ser un fenémeno de la vida real,
no una abstraccion...” (p. 53). Asi, el fendmeno u objeto a estudiar serd la manera en que se
desarrollara —posiblemente— el pensamiento tedrico de las estudiantes en el proceso de
objetivacion del concepto de limite, en el contexto escolar al que pertenecen. Para ampliar
nuestras comprensiones sobre dicho contexto, consideraremos factores sociales, culturales e
histdricos (factores constitutivos de ese contexto) como parte de nuestro camino hacia el
entendimiento de las particularidades del objeto de estudio, de sus realidades.

Como unidades de analisis tomaremos los enunciados de las estudiantes protagonistas de la
investigacion en los diferentes momentos del desarrollo de las actividades. Enunciados tanto
verbales como no verbales, y enunciados escritos.

Con el fin de hacer un analisis profundo del objeto —o fendbmeno- a estudiar, adoptaremos
una triangulacién entre: los datos producidos y registrados en el trabajo de campo a través del
hilvanado explicado en el apartado anterior; los resultados de nuestras observaciones, que iran
moviéndose al ritmo de lo hallado en los episodios resultantes de los encuentros en el aula
(evidenciados en las unidades de analisis) y, finalmente, —mas, no definitivamente—, entre los
fundamentos epistemolégicos, gnoseoldgicos, metodoldgicos y ontoldgicos que asumiremos
durante todo el proceso investigativo, construidos a través y desde las bases tedricas abordadas.

Asi, inscritas en la investigacion cualitativa, a la luz del enfoque critico-dialéctico y desde
el rol de Quilt Maker, intentaremos interpretar y comprender, a través de nuestro prisma de
investigadoras, la esencia de los elementos constitutivos del proceso en el que, posiblemente, las
estudiantes se aproximaran —desde su subjetividad— al concepto de limite de una funcion y
analizaremos el desarrollo de su pensamiento tedrico imbricado, posiblemente, en el proceso de
objetivacion.

Consideraciones finales
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1. Pensamos que desde las Actividades Orientadoras de Ensefianza, como aspecto tedrico-
metodoldgico a ser tenido en cuenta en este estudio, sera posible aproximarnos al
desarrollo del pensamiento tedrico en alumnos de educacion media. Un desarrollo de
pensamiento de los estudiantes que transgreda la mera aproximacion algoritmica de ellos al
objeto en cuestion. Superando, tal vez, la brecha entre el objeto matematico y su
aprendizaje.

2. Encontramos que el método dialéctico es un método cientifico que posibilita develar la
esencia de los fenomenos de la realidad, fendbmenos —naturales y sociales — que estan en
permanente movimiento y por lo tanto en permanente cambio. Asi, basarnos en este
método es acercarnos al entendimiento de los aspectos constituyentes de la realidad de los
estudiantes, concibiéndolos ante todo, como seres sociales, histdricos y creadores de su
propia realidad en interrelacion con los otros.

3. Consideramos que este estudio podria aportar a la discusion sobre la pertinencia o no de
seguir incluyendo el objeto limite en el curriculo escolar escuela media del contexto
colombiano.
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