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Resumo

No presente artigo, apresentam-se significadogpqgdem ser produzidos para o
conceito de anel em estruturas algébricas a plertivros didaticos. O objetivo é
apresentar e discutir que significados alunos dewnso de estruturas algébricas
poderiam produzir. Para tanto, adota-se o ModetoGiimpos Semanticos (MCS),
proposto por Lins (2012), como base tedrica epistégica. Percebe-se que sao
diversos os significados que podem ser produzidos @ conceito de anel a partir de
livros didaticos, entre eles, um conjunto numéeaatuas operac¢des, um conjunto
gualquer e duas operagdes e um conjunto qualgeecara duas operacdes goza
determinadas propriedades. Assim, se atentar ggwaifundamental para promover
um espago comunicativo nas salas de aula favoaavetocesso de ensino e
aprendizagem de conceitos algébricos.

Palavras chaveestruturas algébricas, anel, livros didaticosdpcéo de
significados, modelo dos campos semanticos.

Introducéo
As estruturas algébricas ocupam um papel de destagilgebra Abstrata, pela rica
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contribuicdo para o seu desenvolvimento. Além tegiarem o curriculo de cursos de
Matematica aparecem em curriculos de cursos taie e Engenharias, a Fisica e a
Computacéo.

O ensino de estruturas algébricas encontra unifigasva nas palavras de Souza (2008)
guando ela escreve: “Nao é s6 importante, mas faadtal o ensino de estruturas algébricas em
um curso de licenciatura em matematica. Sem est#ptiha o aluno sai do curso sem o alicerce
bésico para ensinar os principios fundamentaisatamética” (p. 3).

Porém, o ensino de estruturas algébricas em cdesgeaduacao ndo tem apresentado
resultados satisfatorios por parte dos alunos. &staacdo e formalismo, sdo inUmeras as
dificuldades apresentadas. Como observa Campo8)(200os conceitos algébricos sao
apresentados aos estudantes, em geral, a partiefiaigdes formais apoiadas na linguagem da
teoria de conjuntos, em que as relacfes entrejemsisdo mais importantes do que o préprio
objeto e o conhecimento é apresentado na formanatica” (p. 4).

Ainda sé&o incipientes os trabalhos relacionadcdrateras algébricas, principalmente os
gue tratam de anéis. O estudo de anéis tambémtesneom Souza (2008) uma justificativa: “... é
fundamental um aluno de licenciatura em matemati&a,so saber, mas dominar as
propriedades dos anéis, saber dar exemplos, cexeraplos, discuti-los e resolver exercicios
com as propriedades pertinentes” (p.3).

O conceito de anel, como outros conceitos da Algélbistrata, passou por um longo
processo de desenvolvimento até se constituir oseitos que encontramos nos livros
didaticos analisados. Tais conceitos tiveram stigerts ligadas a diferentes dominios, como por
exemplo, polindmios e a teoria de inteiros alg@widuitos mateméticos como Richard
Dedekind, David Hilbert, Adolf Fraenkel e Emmy No&t contribuiram no desenvolvimento
desses conceitos.

Em geral, nos cursos de estruturas algébricasiossbkao apresentados a livros
considerados didaticos, e € esperado que produgaificados para os contetudos abordados.

Considerando que estes livros influenciam os sgaubs produzidos pelos alunos, que
nem sempre Sao os esperados pelo professor, pseptEste artigo apresentar e discutir
significados que podem ser produzidos para o ctindeianel em estruturas algébricas a partir
de livros considerados didaticos.

Significado e o Modelo dos Campos Seméanticos

O modelo dos Campos Semanticos (MCS) é entendidSijva (1997) como sendo “um
modelo epistemoldgico que nos permite compreerigens aspectos do processo de producao
de significados em matemaética” (p. 10).

Esse modelo comecou a ser idealizado por Lins (1&®%ntar responder perguntas
relacionadas a sala de aula, como por exemploe @g@alunos pensam quando erram? (sem que
o foco estivesse no erro); o que é significadogeé conhecimento? (termos comumente
utilizados em pesquisas cientificas sem que osuEsstpres se preocupem em defini-los).

Ao contrario de outros pesquisadores Lins (2012)qupa-se em definir o que é
conhecimento e 0 assume como “... uma crenca-afimon@céujeito enuncia algo em que
acredita) junto com uma justificacéo (aquilo qurugeito entende como lhe autorizando a dizer
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o que diz)” (p. 12). Por exemplo, considere quealumo do 3° ano do Ensino Fundamental e um
aluno do Ensino Médio tenham que justificar o pérda determinada figura ser classificada
como um quadrado. Ao justificar sua crenca-afirmag@luno do 3° ano poderia dizer que é
porque ‘a figura possui os quatro lados de mesnthdae Enquanto o outro poderia dizer que

‘a figura satisfaz a condicdo de ser um retanguiceja, € um quadrilatero com quatro angulos
iguais e, além disso, possui os quatros lados denmenedida’.

A partir da definicdo de conhecimento, propostolpos, os dois alunos constituiram
conhecimentos distintos. Isso porque apesar desagoeditarem e afirmarem uma mesma coisa,
a figura ser um quadrado, as justificacdes dadadig&rentes, e consequentemente 0s
conhecimentos também o séo.

Como nesse artigo um dos objetivos esta em prodigriificados para o conceito de anel
a partir de livros didaticos, busca-se compreeagepcesso de comunicacao proposto pelo
MCS, constituido pela triade autor-texto-leitom4.{2012) explica essa triade da seguinte
maneira:

“Quem produz uma enunciacao autor. Oautor fala sempre na direcao_de leitor,
gue é constituido (produzido, instaurado, instaladmduzido) pelo @utor. Quem
produz significado para um residuo de enunciag@teiéor. Oleitor sempre fala na
direcdo de unautor, que é constituido (produzido, instauraatalado, introduzido)
pelo_ oleitor” (p. 14).

Em Lins (2012) “residuo de enunciacao é entendisioocsendo algo com que me deparo e
gue acredito ter sido dito por alguém” (p. 27)o Jgnificado é definido como sendo “... aquilo
gue efetivamente se diz a respeito de um objetal¢apara que se produz significado), no
interior de uma atividade” (Lins, 2012, p. 28).

Nesse sentido, as informacgdes contidas em umdawoaesiduos de enunciacdo que podem
tornar-se texto quando alguém produz significada pkes. Ao ler os residuos de enunciacéo,
encontrados em livros didaticos, ira se constadeitor na medida em que produz significados
para tais enunciagdes, constituindo ao mesmo temmautor (produtores dos tais residuos de
enunciacao), para o qual fala em sua direcéao.

Outros dois conceitos importantes no MCS séo aidka e o de campo semantico. De
acordo com Lins (2012)"“o nucleo de um campo sermdmticonstituido por estipulagdes locais,
gue séo localmente verdades absolutas, que ndereaguocalmente, justificagcdo. Ja o campo
semantico € um processo de producéo de signifiesdoelacdo a um nucleo, no interior de uma
atividade” (pp. 26-27).

Uma pessoa opera em um campo semantico toda vesstiuer produzindo significado
em relacdo a um nucleo dado.

Metodologia, Leitura plausivel e os livros didatice

Para identificar e discutir os significados a réspeo conceito de anel optou-se por
realizar uma pesquisa de natureza qualitativa.

A atividade de produzir significados para o corccdet anel a partir dos residuos de
enunciacéo encontrados em livros didaticos seréeay de uma leitura plausivel, pois se
entende que:
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“A leitura plausivel se aplica de modo geral aaxpssos de producdo de conhecimento
e significado; ela indica um processo no qual @tdd que eu acredito que foi dito faz
sentido. Outra maneira de dizer que faz sentidsentodo é dizer que o todo é coerente
(nos termos de quem eu constituo como um autoudestou lendo)”(Lins, 2012, p. 23).

E importante deixar claro que fazer uma leituraipieel implica em direcionar os olhares
para aquilo que foi dito pelo sujeito e nunca pagae ele ndo disse.

Além disso, para explicitar a importancia de unfgssor conhecer os diferentes
significados que seus alunos podem produzir paraanoeito matematica, apresentam-se 0s
Campos Semanticos na qual se opera durante aaaévite decidir se sdo anéis os conjuntos
(Mn (A),+,),2Z = {0,412, +4,...),M,(R) e a tripla(R, +,7) comR = {0, 1, 2, 3} definida de
acordo com as tabelas:

Tabela 1
Tabela de adicéo

+ |0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0
Fonte Baldo. 2013.
Tabela 2

Tabela de multiplicacao

* 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 0 3 3
o |0 0 2 2
3 0 0 1 1

Fonte Baldo. 2013.

A selecéo dos livros foi feita considerando aquglespermitissem por meio da leitura de
definicbes e exemplos produzir algum significaddemeatico para o conceito de anel e que
compdem as ementas da disciplina de estruturalsradge de um curso de licenciatura em
matematica de uma universidade norte paranaensendéando certa preferéncia de alguns
professores por esses livros.

Os livros selecionados foram: Domingues e lezZ20820Hefez (1993), Lang (1972),
Hernstein (1970).
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Resultados das analises
Iniciando a leitura a partir do livro de Hefez (B)8eguem as analises e os resultados.

Hefez (1993) define anéis ja no 2° capitulo, ifgdo Os Numeros Inteiros e Racionais
para motivar a caracterizacao dos inteiros. Perseh&so a partir do seguinte comentario.

1. Os NUmeros inteiros

O conjunto Z dos numeros inteiros é munido de dpasacfes, uma adi¢éo (+)
e uma multiplicacag-), além de uma relagéo de ordés). Estes objetos se
relacionam através de varias propriedades quedistss ao longo das trés
proximas subsecdes. Esta lista de propriedadesteazara completamente os
nlmeros inteirosp( 23).

Logo em seguida, apresenta a seguinte definicao:

Sejam A um conjunto e (+)@duas de opera¢bes em A, chamadas de adicdo e
multiplicacdo. A terna (A, +,) sera chamada de anel se as operacfes gozarem
das seguintes propriedades.

A; (A adicdo é associativa Quaisquer que sejam a, k& @, tem-se que
(@a+b)+c=a+(b+0c).

A, (A adicdo é comutativd. Quaisquer que sejam aclA tem-se qua + b =
b+a

A; (Existe um elemento neutro para a adiggcExistea € A tal quea + x =

X, para todx € A.

A, (Todo elemento de A possui um simétrigdPara todax € A, existea’ € A
tal quea +a’' = a.

M (A multiplicacdo é associativi Quaisquer que sejam a, bs @ tem-se que
(a.b).c = a.(b.c).

M, (A multiplicacdo é comutativa) Quaisquer que sejam aghh, tem-se que
a.b=b.a.

M3 (Existe um elemento neutro para a multiplicacapExistee € A com
e # 0, tal quex.e = x para todx € A.

AM (A multiplicacdo é distributiva com relacédo a adicap Quaisquer que
sejam a, b, € A, tem-se qua. (b + ¢) = a.b + a.c. (Hefez, 1993, p. 24)

A partir da leitura desse texto gerou-se o seguiigi@ficado para anel:

A: Um anel € um conjunto numérico, uma generalizagéidos inteiros, munido das
operacoes de adicdo e multiplicacdo que goza daspriedades associativa e comutativa
para a adicdo e a multiplicacéo, a existéncia deeshento neutro para a adicdo e para a
multiplicacdo, a existéncia de simétrico aditivo pa qualquer elemento e a distributividade
da multiplicacdo em relacdo a adicao.

Estabelecido um nucleo a partir deste significadatjvidade de producéo de significado
em relacdo a esse nucleo sera chamada aqui de Gam@mtico dos Inteiros.

Operando neste campo semantico ndo se produzificgigos para os anéis de matrizes,
(Mn (A), +, .), no qual ndo importa a natureza eesselementos, por ndo ser o conjunto dos
inteiros.
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Por sua vez, Lang (1972) apresenta a definicAmeleda seguinte maneira:

Um anel R é um conjunto, cujos objetos podem sercaddos e multiplicados,
(i. e. séo dadas correspondénciay) — x + y e (x,y) — xy de pares de
elementos de R, em R), e que satisfaz as segomei;oes:

AN 1. Sob a adi¢do, R é um grupo aditivo (abeliano)

AN 2. Para todos X, y,& R temos

x(y +z) = xy + xz&(y + 2)X = yx + zX

AN 3. Para todos x, y,& R, temos(xy)z = x(yz).

AN 4. Existe um element® € R, tal queex = xe = x para todx € R.(p. 40)

Percebe-se que o autor utiliza o conceito de gadgjtovo para definir anel.

Lang (1972) apresenta ainda alguns exemplos de:anéi

Exemplo 1. Seja R o conjunto Z dos inteiros; R éamel;

Exemplo 2. Os conjuntos dos nimeros racionaiss eeadbmplexos sdo anéis;
Exemplo 3. Seja R o conjunto das fun¢Bes contiooasvalores reais,
definidas no intervalo [0, 1]. A soma e o produtoddias funcges f, g sdo
definidas da maneira usual, ou sé€jfas+ g)(t) = f(t) + g(t)e (fg)(t) =
f(t)g(t). Comisso, R é um anep.(40)

Isto leva a produzir outro significado para anel:

B: Um anel € um conjunto qualquer, munido das opermgbes de adicdo e multiplicacao,
gue satisfaz as condicOes de ser um grupo aditivbediano, e com a multiplicacao ser
comutativa, associativa e distributiva a esquerda & direita e possuir elemento neutro para
a multiplicagéo.

Estabelecido um nudcleo a partir desse significaddividade de producéo de significado
em relagcd@o a esse nucleo serd chamada aqui de Gan@mtico Conjunto qualquer -
Associatividade.

Operando neste campo seméantico compreende-seuntmmpazio como sendo um anel, na
gual pode demonstrar que o conjunto goza de tadpsopriedades necessarias por vacuidade.
Enquanto que os conjuntos 2Z = {0, = 2, £ 4, ..NIg€R) n&o seriam, por ndo possuir elemento
neutro para a multiplicagdo e ndo gozar a propdiedamutativa para a multiplicacéo,
respectivamente.

Ja o livro de Hernstein (1964) introduz o CapilatituladoTeoria dos Anéidizendo
gue anéis sdo alguns dos sistemas algébricos geiefiam como as pedras fundamentais para
as estruturas que compreendem a matéria hoje deadandlgebra moderna, os quais provém do
conjunto dos inteiros, sendo copias e generalizagds aspectos algébricos dos inteiros
ordinarios. E define anel como:

Um conjunto ndo vazio R é dito um anel associatzvem R estao definidas
duas operacdes, indicadas por ~+ spectivamente, tais que paratodos a,b e c
em R:

(1) a+ b estaemR.
2)a+b=>b+a.
B)(a+b)+c=a+b+c)
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(4) Existe um elemento 0 em R tal que- 0 = a (para cada em R).
(5) Existe um elementea em R tal quer + (—a) = 0.

(6) a.b estaemR.
(7) a.(b.c) = (a.b).c.

8)a.(b+c)=ab+ace(b+c).a=b.a+ c.a(as duas leis distributivas).
(pp- 101-102)

O autor apresenta a possibilidade de termos ungameehdo satisfaca a associatividade da
multiplicacdo quando diz:
Sempre que falarmos de anel sera entendido quemqasrdizer anel
associativo. Anéis ndo-associativos, isto é, agusie que o axioma 7 néo vale,

podem ocorrer em matematica e sao estudados, masraéhos oportunidade
de consideréa-los. (Hernstein, 1970, p. 102)

A leitura dessas frases propostas por Hernsteuziadyerar o seguinte significado para
anel:

C: Anel é um conjunto qualquer, ndo vazio, munido ds operacdes de adi¢do e de
multiplicacdo, satisfaz a condicdo de ser um grupabeliano com relacdo a operacao de
adicao, fechado com relacdo a multiplicacdo, assativo para a multiplicacéo e distributivo
em relacdo a adicao.

Estabelecido um nudcleo a partir desse significaddividade de producéo de significado
em relacdo a esse nucleo sera chamada aqui de Ganp@mtico Conjunto nao vazio.

Operando neste campo semantico pode-se afirma fyia (R, +,) (definida
anteriormente) € um anel, mesmo néo satisfazepdaopaiedade associativa para a
multiplicacgéo.

Outro encaminhamento pode ser identificado em Dguas e lezzi (2003). Os autores
apresentam a definicdo de anel como inspiracaprdasiedades compartilhadas pelo sistema
dos numeros inteiros, e o defini como:

Um sistema matematico constituido de um conjuntovaiio A e um par de
operacdes sobre A, respectivamente uma agigdo— x + y e uma
multiplicacdo(x,y) — xy, € chamado anel se:

(i) (A,+)é um grupo abeliano, ou seja:

a) Sea,b,c € A entdoa+ (b+c) = (a+ b)+ c (associatividade);

b) Sea,b € A, entioa+ b = b+ a (comutativa);

c) Existe um elemento,& A tal que, qualquer que sejac A,a + 0, = a
(existéncia do elemento neutro);

d) Qualquer que seja€ A, existe um elemento em A, indicado genericameaite p
-a, tal quea + (—a) = 04 (existéncia de opostos).

(i) A multiplicacdo goza da propriedade associatiia,és

sa1, b, c € A,entdo a(bc) = (ab)c.

(iii) A multiplicac&o é distributiva em relacdo a adigZade dizer:

sea,b,c € A,entdo a(b +c) =ab+ace (a+ b)c = ac + bc. (p. 211)
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Em Domingues e lezzi (2003) os autores apresentamsaanéis, considerados por ele
como importantes:
i. Anéis numéricos
(@) anel dos numeros inteiros: (Z, +, .);
(b) anel dos nimeros racionais: (Q, +, .);
(c) anel dos numeros reais: (R, +, .);
(d) anel dos numeros complexos: (C, +, .).
ii. Anel das classes de resto médulo m
iii. Anéis de matrizes
iv. Anéis de funcdes
V. Produtos diretosp( 213)

A partir da leitura desse residuo de enunciacagéhayproducao de mais um significado:

D: Anel é um sistema matematico constituido de unonjunto ndo vazio A e um par
de operagdes sobre A, respectivamente uma adi¢@gy) — x +y e uma multiplicagédo
(x,y) — xy que satisfaz a condicdo de ser um grupo abelianotsa adigédo, a multiplicacéo
goza da propriedade associativa e distributiva emefacéo a adicéo.

A atividade de producéo de significado em relag@m nucleo, constituido pelo
significado acima, sera chamada aqui de campo sEm&onjunto ndo vazio - associativo.

Operando neste campo semantico tem-se que g ®jpla) apresentada ndo é um anel,
por ndo gozar da propriedade associativa para @piaacao enquanto que 0s conjuntos 2Z =
{0,£2,+4, ..} e M(R) séo.

Discussao dos resultados

Por meio dos significados produzidos para o cooakdtanel a partir dos livros didaticos
analisados, percebe-se que, provavelmente, ooslgedduzidos por um aluno a partir do livro,
por exemplo, de Hefez (1993) serdo diferentes dagpeoduzidos pelo de Lang (1972). Ficam
evidentes que sao diversas as maneiras que essgtoanatematico pode ser pensado, entre
essas diversas maneiras tém-se: como um conjuntérioo e duas operacdes quaisquer, como
um conjunto qualquer e as operacdes de adicaotplicalcdo usuais, e para cada um desses
modos gozando ou ndo determinadas propriedades.

Consequentemente, os Campos Semanticos em quenonpalde operar podem ser
diversos e nem sempre sao os esperados pelo mrofess

Consideracgoes finais

Percebem-se neste artigo alguns significados, stlbaados MCS, que podem ser
produzidos para o conceito de anel em estrutuggbatas a partir de livros didaticos. E claro
gue outros significados podem ser produzidos pairagsmos residuos de enunciacao
analisados, constituindo diferentes nucleos e cpesgemente, diferentes Campos Semanticos.

Concorda-se com Oliveira (2002) quando diz que:

...0 professor de Matematica na sua pratica endsadaila muitas vezes fala de
diferentes significados para uma mesma ideia canfossem os mesmos, ou
entendendo-os distintos, como se estabelecer exdagiire eles fosse algo facil
ou natural.
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Pensando nessas possibilidades em sala de ag@eegsario que o professor, em sua
pratica docente se atente para os diferentes ishifs que seus alunos produzam para as ideias
matematicas apresentadas a eles, sem valorizau wuti@ significado, mas criando um espaco
comunicativo com tarefas que incentivem a produgasignificados, e que todos eles sejam
valorizados e discutidos, possibilitando assingriit e interagir no processo de ensino e
aprendizagem quando necessario.

LimitacOes do estudo e pesquisas futuras

Esta pesquisa limitou-se a analisar cinco livrogticos a partir de uma leitura plausivel,
por isso acredita-se que significados diferentassagioesentados possam ser produzidos por
outras pessoas que se proponham a analisar os m&sttas ou livros diferentes dos
selecionados aqui. Mas, com os resultados obtidab@ndo das possibilidades de se estudar os
significados que podem ser produzidos para corggiitematicos, propde-se para pesquisas
futuras a seguinte questdo: como valorizar nas alédalgebra Abstrata os diferentes
significados produzidos pelos alunos?
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