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Resumo

Este trabalho é fruto de pesquisa da equipe dematita, do IFF — Campus Cabo
Frio. A pesquisa teve como objetivos analisar sstli@ar algumas provas feitas por
35 alunos do 3°ano do Ensino Médio-Técnico do IRabko Frio. Para esta
classificacéo, foi utilizada a tipologia de Balaithgue diferencia as provas
matematicas em duas grandes categorias: as pnagiadticas (ligadas a
manipulacdo e a exemplos) e as provas inteledigagésse distanciam dos exemplos
e utiliza-se mais de abstracdo). Entre as provagnpiticas, Balacheff distingue trés
niveis: o empirismo ingénuo, a experiéncia crueialexemplo genérico e, dentre as
provas intelectuais, ele destaca a experiénciaahdétgtes foram os niveis utilizados
para classificar as provas dos alunos e assim e@nger um pouco mais acerca de
seus raciocinios e justificativas. Dos dados aaddis, concluiu-se que a maioria das
provas realizadas pelos alunos fica entre empirigg@&nuo e experiéncia crucial.

Palavras chaveProva Matematica, Classificacdo de Provas, Bal&chef
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Introducéo

Inimeras discussoes e reflexdes acerca da proen@tita tém sido travadas por
matematicos, l6gicos, filésofos e educadores madteosa sejam discussdes e reflexdes de
maneira mais geral como encontramos em Hanna & &@607) e Da Silva (2011), sejam
discussdes e reflexdes acerca de aspectos magulzaes ligados a prova matematica, como
veremos a seguir.

Em Davis (1993), Brown (1997), Giaquinto (2005) aridosu (2005), por exemplo,
encontramos investigacdes sobre o0 uso das repaedentvisuais e sua potencial contribuicéo
para provas matematica. Acerca deste aspecto HaBimli (2007) citam que:

“Em um extremo estéo aqueles que dizem que assepegdes visuais nunca podem ser
mais que auxiliares preciosos para a prova, cossu §apel tradicional, como
facilitadores da compreensao matematica em geoabuito extremo estéo aqueles que
afirmam que algumas representacdes visuais podestitcdir prova em si, tornando
qualquer outra prova tradicional desnecessariaeEsses dois extremos, podemos
encontrar uma variedade de posi¢cdes que sado ntigismugue parecem simplesmente
menos claras” (Hanna & Sidoli, 2007, p.74).

Além do aspecto citado acima, podemos citar oatspgctos importantes acerca da prova
e que sdo abordados por diversos pesquisadores,eraBalacheff (2006, 2008, 2010) que faz
um estudo epistemoldgico no que diz respeito agonoatematica; em Hanna (1990, 1996) no
gual sua pesquisa tem como foco o papel da provansino da prova matematica; em Rota
(1997) que aborda um aspecto mais filosoéfico eacés a prova, em Dawson (2006) traz a tona
a discussao sobre prova formal e prova informah@®e Villier (2010) que traz reflexdes sobre
os papéis e fungdes da prova, dentre outros tgamgado foram citados neste momento.

Diante de tantas preocupac¢des de importantes gesigués sobre a prova matematica
percebemos a necessidade da reflexdo sobre oderharm do ponto de vista da educacédo
matematica, no caso particular do processo de@esiprendizagem, foco deste trabalho, visto
gue a observacao da producao dos alunos em relgg@wa matematica pode trazer um grande
ganho para o professor compreender melhor seugsalpossibilitando que o professor possa
refletir sobre sua prépria prética.

Sobre a prova matematica: pensamentos divergentes

Acerca do conceito de prova matematica, podemasRiita (1997) que defende a prova
matematica do ponto de vista formal, ndo sé pardijme: “Todo mundo sabe o que é prova
matematica. A prova de um teorema mateméatico ésaemaéncia de passos que conduz para
uma concluséo desejada. (Rota, 1997, p.183)", amkdm por dizer que “A expressao “prova
correta” € redundante. Prova matematica ndo adyrates” (Rota, 1997, p.183). Assim sendo, o
autor nos transmite a ideia que uma prova mateagtide ter lacunas e ser completada, pode
ter algum erro e ser corrigida, no entanto nao pan®s dizer que uma prova matematica esta
“meio certa” e prova é uma prova formal.

Contrapondo ao pensamento de Rota (1997), Daw8@6)2lefende uma proposta
diferente para o conceito de prova matematicandzejue:

“Para teorias formalizadas, a no¢&o de uma prasélutamente precisa: E uma
sequéncia de formulas bem definidas, onde ao f@o@ma é provado e cada um dos
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passos € ou um axioma ou o resultado da aplicac@me regra de inferéncia as
férmulas anteriores, em sequéncia. Nao devemagtanto, adotar essa definigcéo.
Preferencialmente, pegaremos uma prova para sargumento informal cujo objetivo é
convencer aqueles que se esforcam para verifieacga afirmacdo matematica
verdadeira (e, idealmente, para explicar porqueréadeira)”’ (Dawson, 2006, p.270).

Dawson nos explica ainda que se as atencfes fogdmas apenas para as provas
formais, seria excluida a maior parte das reaiggsrasadas, visto que sdo poucas as teorias
matematicas formalmente axiomatizadas. Enfim, Davdgdende a prova informal como a
prova mais produtiva e sendo um argumento capaamencer uma comunidade matematica:

“Quem pode dizer, por exemplo, que uma prova agoeia como valida ndo sera um dia
considerada deficiente? E se argumentos defeitui@smtm qualquer validade, porque é
gque muitos deles acabam por serem reparados paea,quor assim dizer, um “germe”
de verdade? A definicdo de um prova informal comoangumento convincente, a ser
realizada por consenso da comunidade matematicaredado momento, implica que
uma prova pode nao ser valida para todos os terapoppnto de vista que, embora em
desacordo com a concepc¢ao formal, é o Unico qee@distoricamente defensavel”
(Dawson, 2006, p.272).

Davis (1993) também argumenta a favor das pronas iehformais, ja que segundo o
mesmo:

“A formalizagdo dita cima, nas linhas de HilbertpBga, chata, ante-intuitiva, pouco
convincente e um absoluto horror estético. Pegpmasentaram ensinar geometria
elementar com um alto nivel de rigor cavaram unopieginstrucéo” (Davis, 1993,
p.335).

Balacheff (1988) é outro autor que defende a provaatematica como argumento
informal que tem o objetivo de convencer outras pssas de que certa afirmacéo
matematica é verdadeira, nesse caso encaixam-sgeasducoes feitas por alunos, visto que
em geral, ndo se produz provas formais nas salas dela da educacéo basica, por este
motivo escolhemos a tipologia de Balacheff para dsificar estas provas.

A tipologia de Balacheff

Balacheff, em sua tese, defendida em 1988, dif&ers provas matematicas em duas
categorias que intervém na aprendizagem da deragastras provas pragmaticas e as provas
intelectuais:

 As provas pragmaticas, que sao provas baseadamaipulacdes ou exemplos. Estas sédo
distinguidas em 3 niveis por Balacheff:

1 O empirismo ingénua N&o aparecem indicios de processo de validag@@li@ente a
afirmacéao é obtida a partir de alguns casos. Hssése caracteriza por verificar a validade de
um enunciado por meio de exemplos.

1 A experiéncia cruciat Esse nivel se caracteriza pela verificacdo depno@osicdo por meio
de um caso no qual ndo se hesita em dizer querepasicao é verdadeira neste caso, ela
funcionara sempre. Distingue-se do empirismo ingépais na experiéncia crucial o exemplo
utilizado é pouco particular e conhecido.
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1 O exemplo genéricoAqui ha a explicacao das razfes da validadeidaafao por meio de
um objeto seguida de uma generalizacéo, ou saf@a & uma demonstracao particular, mas que
vale para toda classe representada.

* As provas intelectuais, que se caracterizam gistanciamento em relacéo a acéo. Dentre as
provas intelectuais ele ressalta:

1 O experimento mental:Invoca a acao, interiorizando-a e afastando-sei@eeslizacao sobre
um representante particular.

Metodologia

A metodologia adotada para a elabora¢ao destdhmfma de uma pesquisa bibliografica
associada a uma qualitativa por meio de analiggatiicdo dos alunos. Com o objetivo de
classificar algumas provas elaboradas pelos asegsndo a tipologia de Balacheff, foi
elaborado e aplicado um questionario com 14 itehsesdiversos conteudos ja estudados
anteriormente ou no Ensino Fundamental ou no pydgsino Médio.

O questionario foi aplicado a uma turma do 3° an&iisino Médio, no qual 35 alunos
participaram da aplicacdo. Essa turma foi escolpataestar no 3° ano do Ensino Médio (ultimo
ano gue estudam matematica, ja que no 4° ano n@atefatica dentre as disciplinas) e
também porque um dos pesquisadores era professamaaem questdo. Os alunos tiveram dois
tempos de aula (uma hora e quarenta minutos Ny pata responder as questdes do
questionario no que o fizeram individualmente.

Elaborou-se um questionario com as seguintes ggestd
Expligue o maximo possivel por meio de figurasapads ou simbolos:

1) Prove que a soma dos angulos internos de um polid@m lados é dada pela formula (n-
2). 180°.

2) Prove que a soma das medidas dos angulos inteergusatbjuer triangulo é igual a 180°
3) Prove que a soma das medidas dos angulos externos ttiangulo € igual a 360°

4) Prove que o numero de diagonais de um poligonoesmnge n lados € dado pela férmula
n(n-3)/2.

5) Prove que a medida de um angulo inscrito numartdiecéncia € igual a metade da medida
do arco compreendido entre seus lados.

6) Prove que a soma de dois nimeros pares pode gfiddiem duas partes iguais.
7) Prove que o quadrado de um namero par € par.

8) Prove que se p2 € par entdo p € par.

9) Prove que o conjunto vazio esta contido em qualgogunto.

10) Prove que o produto de um namero par por um nuimgoar sera par.

11) Demonstre a “formula de Bhaskara”.

12) Demonstre o teorema de Pitagoras.
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13) Verifique se é verdadeira ou falsa a afirmacdo:~n2-41 é um nimero primo para n
natural”.

14) Prove que se um triangulo possui dois lados congggderd como consequéncia dois
angulos congruentes.

A andlise dos resultados

O objetivo da pesquisa foi classificar as prodsgiies alunos segundo a tipologia de
Balacheff.

Para alcancar tal objetivo construimos um quagsamo das classificacdes das provas
feitas pelos alunos (Quadro 1) e apresentamos akydessas provas para apreciacdo de como
foram feitas as classificacoes.

Quadro 1
Andlise Quantitativa das Categorias e Niveis dev@ro

Questdes Provas Pragmaticas Provas Dados insuficientes

Intelectuais | para categorizar ou
nao fez a questao
Empirismo | Experiéncia | Exemplo | Experimento
ingénuo crucial genérico mental

1 11 3 3 1 17

2 9 3 5 0 18

3 8 3 1 2 21

4 2 2 0 0 31

5 0 0 0 0 35

6 0 0 0 0 35

7 6 7 0 0 22

8 0 0 0 0 35

9 0 0 0 0 35

10 0 0 0 0 35

11 1 0 0 1 33

12 3 2 0 0 30

13 4 6 0 0 25

14 0 0 0 0 35

Infelizmente ndo houve dados suficientes parasaralesultados das questdes 5, 6, 8, 9,
10 e 14. Talvez tenha ocorrido isso pela dificuidddssas questdes ou até mesmo pelo ndo
conhecimento prévio de tais assuntos (pelo mermsl@forma que esta sendo solicitado para
demonstrar).

Importante ressaltar que apareceram muitos resgliateressantes para analise e que
apenas algumas respostas de certas questdes knalmaas para este artigo. Escolhemos
algumas provas das questdes: 1, 2 e 3, por apaessnirés niveis da tipologia de Balacheff.
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Nas andlises das respostas, os alunos tiveram seasies descritos por letras do alfabeto

Na analise da questdo 1, apresenta-se a provavdbsgda pelo <aluno-A> (Figura 1) e
pelo <aluno-B> (Figura 2).
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Figura 1. Prova da Questdo 1 desenvolvida pelo <aluno-A>

Apesar do <aluno-A> ter utilizado umaasarticular, um octdégono, observou-se que 0
raciocinio dele é geral, por este motivo a classifio desta prova é exemplo genérico
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Figura 2 Prova da Questao 1 desenvolvida pelo <aluno-B>
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Observou-se que esse aluno utilizou um poligonegweimente bem conhecido por ele
desde o Ensino Fundamental para justificar umenafifio geral. Por isso a classificacao &
empirismo ingénuo.

Na analise da questdo 2, apresenta-se a provavdbsgda pelo <aluno-C> (Figura 3),
<aluno-D> (Figura 4) e pelo <aluno-E> (Figura 5).

12 resposta escolhida:
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Figura 3. Prova da Questao 2 desenvolvida pelo <aluno-C>.

A classificacdo desta prova é exemplo genéricto gse ndo foi colocado um valor
especifico para os angulos, mas variaveis.
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Figura 4. Prova da Questéo 2 desenvolvida pelo <aluno-D>.

Na primeira parte da prova, pode-se classificaraexemplo genérico, visto que faltou
justificar o porqué o x aparece, mas na parte calarm utiliza o quadrado para justificar poder-
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se-ia classificar como empirismo ingénuo, visto sgi@itilizou de um caso particular muito
conhecido.

32 resposta escolhida:
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Figura 5. Prova da Questao 2 desenvolvida pelo <aluno-E>.

Observou-se que o aluno fez mais de um exemple @&o sdo tao particulares e
conhecidos assim, por isso a classificacdo comerg@qzia crucial.
Na analise da questdo 3, apresenta-se a provavdbsgda pelo <aluno-F> (Figura 6).
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Figura 6.Prova da Questdo 3 desenvolvida pelo <aluno-F>.

O aluno conseguiu fazer uma demonstracao geralusSkrmar quaisquer representantes
particulares, argumentando de forma eficaz e caevite, por isso a classificagdo como
experimento mental.

Conclusodes

Classificando as provas feitas por alunos, obseseouma grande quantidade de dados
insuficientes ou de alunos que néo fizeram as dstragdes, o que provavelmente demonstra a
grande dificuldade é fazer uma demonstracao. Assiflear as demonstracdes, acredita-se
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compreender seus raciocinios e com isso o professia buscar uma melhor forma de ensinar e
de fazer com que o aluno aprenda matematica evarpem matematica, visto que
argumentacoes e justificativas sdo importantemamo para o dia a dia.

Desses resultados poderiamos nos perguntar péégpeucos alunos conseguiram dar
uma resposta, por exemplo, genérico e como expettnmeental? Sera que existe alguma
relacdo no processo ensino-aprendizagem de matayn@tincipalmente no que diz respeito a
argumentacao e provas no Ensino Basico com essétadns? Essas sdo algumas das perguntas
gue surgem para futuramente pesquisarmos maisia.fun

Com as analises dos resultados, pode-se obsemaogaeas foram as provas classificadas
como experiéncia mental (apenas quatro dentre slpsovas apresentadas), nove foram
classificadas como exemplo genérico, mas a mdideiatre as que puderam ser classificadas)
foram classificadas como empirismo ingénuo e e&pera crucial, o que pode significar que
professores devem trabalhar para conseguir quieiegsatambém justifiquem com o exemplo
genérico e com 0 experimento mental.

Diante dessas analises, 0s pesquisadores da tandaicam que se deve trabalhar
demonstragfes matematicas em sala de aula, crism@mbiente propicio para argumentacgdes
e provas serem produzidas pelos proprios alunos.

Eles ressaltaram, também, que alguns desses cosj@aino por exemplo, geometria
béasica, a ultima vez que os alunos tinham estudadia sido no Ensino Fundamental, e outros
topicos, como “férmula de Bhaskara”, os alunos dwanvestudado com ele, inclusive a
demonstragdo, no 1° ano do Ensino Médio. Mas, dkeftrma, acredita-se que os alunos
possuiam os pré-requisitos necessarios para deaogsalquer das demonstracdes
apresentadas no questionario, o que levou a uexdefsobre aprofundar certos conteddos em
sala de aula.

Provas matematicas devem também ser discutidaalardesaula, visto que compreender
0 porqué uma afirmacéo € verdadeira e ndo apemastar por meio de um ou mais exemplos.
Assim, pode-se favorecer o aprendizado e a comgdieatos alunos para uma matematica que
seja (til e interessante.
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