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Resumen.

Resumen. En el taller se utilizan algunas propiedades de funciones reales de variable real en
el tratamiento de relaciones algebraicas, desde el punto de vista de los Espacios de Trabajo
Matematico (ETM). Esta dirigido a profesores del nivel medio superior y superior. Los
participantes trabajan en pequefios grupos. Cada equipo se enfrenta a una situacion
matematica diferente utilizando un mismo software de geometria dinamica. Los
participantes tienen ocasion de verificar como el uso de herramientas tecnolégicas ejerce
influencia en el proceso del desarrollo de la actividad y en el manejo de conceptos. El
trabajo se desarrolla con medios digitales, software algebraico-geométrico, en ventanas
gréfica y algebraica.

Palabras clave: Actividad matematica, Competencia, ETM., Pensamiento algebraico,
Pensamiento funcional, Trabajo colaborativo.

Introduccion

Las actividades se realizan con base en que los saberes del algebra no son suficientes para
los tratamientos que se ponen en juego con funciones (Vivier, L.; 2011); por ejemplo, para
examinar propiedades especificas en un tema tan complejo como la tangencia es necesario
el llamado pensamiento funcional. Es posible que de los objetos matematicos el de
funciones es el que puede expresarse con mas registros de expresion: con lenguaje,
describiendo movimientos o evoluciones, con representaciones gréficas, con tablas
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numéricas y con férmulas algebraicas. Una actividad antecedente a la que aqui se presenta
es un taller con profesores donde presentamos problemas vinculados con lenguaje funcional
y caracteristicas esenciales de una funcion real de variable real (Carrion & Pluvinage,
2014). Se puede sustentar una mejor comprension del contenido conceptual de funciones
con la coordinacion de varios registros de representacion (Duval, 1993).

Metodologia

Para el desarrollo del trabajo con los participantes se propone la metodologia ACODESA
que combina trabajos individuales, en pequefios grupos y en forma colectiva (Hitt, 2007).
Los profesores se distribuyen en pequefios grupos. Cada grupo trabaja utilizando software
de Geometria Dinamica para graficar funciones, procesar expresiones algebraicas y
relaciones numeéricas. Se pretende estudiar paralelamente aspectos graficos con elementos
algebraicos y numéricos. Se consideran simultdneamente férmulas y curvas. Lo anterior se
consigue por la facilidad que tiene el software de permitir abrir al mismo tiempo varias
ventanas. Se consideran sélo funciones reales de una variable real en una interrelacion de
marcos (Douady, 1986). Se observa y se refuerza la presencia de objetos matematicos al
lado de los conceptos.

Los participantes interactdan entre instrumentos, registros de representacion y formas de
expresion 'y reconocen las potencialidades de estos elementos para propiciar la
transformacion del trabajo matematico. Se observa como el uso de entornos tecnoldgicos y
sistemas de signos influyen en la construccion de los conceptos en el estudiante y en la
conduccion de su trabajo matematico. Se integran globalmente los aspectos cognitivo,
técnico, didactico y afectivo.

Se discute el proceso representacional donde el grupo de participantes da significado
progresivamente a las relaciones entre las graficas cartesianas y las formulas algebraicas.
Ademas, se discuten las interacciones del trabajo matematico en el aula. Se analizan estas
interacciones en la construccién del pensamiento funcional.

Con el objetivo de examinar las representaciones que utilizan los participantes se disefian
actividades para convertir, en uno y otro sentidos, registros de representacion algebraico y
grafico. Las reflexiones cualitativas se enfocan en los ETM y en los registros de
representacion.

Los cinco problemas que se presentan mas adelante constituyen la base matematica que
sustenta el disefio y elaboracion de las actividades que realizan los participantes en el taller.

Consideraciones tedricas

El trabajo describe las relaciones entre ETM (Kuzniak, A. & Richard, P. R., 2014),
utilizando un enfoque metodoldégico basado en el trabajo colaborativo. El objetivo
fundamental es el estudio del trabajo matematico. El taller intenta integrar ciertos aspectos
en las dimensiones semiotica, cognitiva e instrumental que conforman un ETM. La
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organizacion en equipos para realizar trabajo colaborativo contempla la dimension social
que se refleja en un discusion de la calidad de la ensefianza generada en un contexto de
discusion en grupo. Los participantes intentan construir trayectorias de pensamiento en la
realizacion de las actividades al identificarse con el trabajo matemaético. Se sustentan en
nociones teoricas sobre representacion y visualizacion en un espacio de trabajo de
funciones.

Las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion han propiciado una transformacion
social. El ambiente educativo no debe quedarse al margen. El uso de las nuevas tecnologias
es fundamental en los procesos de aprendizaje y de ensefianza de la matematica. Los
cambios que producen en el aprendizaje se tienen tanto en los propios contenidos como en
la forma de abordarlos. Los estudiantes pueden profundizar su aprendizaje usandolas en
formas pertinente y responsable; pueden obtener, probar o rechazar conjeturas llegando,
cada vez, a niveles mas altos de abstraccion y de generalizacion. El profesor también debe
saber que el uso conveniente y oportuno desarrolla el pensamiento matematico de los
estudiantes y que experimentar con recursos digitales conduce a una mejor visualizacion,
exploracion y adquisicion de conceptos. El debe decidir cuando y en qué forma utilizarlas.
El uso atinado de los programas computacionales simbolicos, de graficacion y de
simulacion, al promover un mejor aprendizaje, pueden perturbar las formas actuales para
abordar los cursos de matematicas establecidas oficialmente; sin embargo, esto invita a
replantear nuevas maneras de conducir la ensefianza de la matematica. Lo que aqui se
propone es usar los recursos digitales para un aprendizaje efectivo de conceptos
fundamentales del algebra afrontando problemas que ayudan a estimular, desarrollar e
incrementar el pensamiento funcional. Su disefio toma en cuenta que los alumnos, por lo
general, poseen una formacion académica heterogénea. Provienen de planes de estudio
diferentes con un manejo variado de competencias.

La introduccion de los conceptos relacionados con propiedades de funciones supone la
adquisicién de formas nuevas de pensamiento y de lenguaje que introducen nuevos
conceptos respecto al algebra. Desde el punto de vista cognitivo no es suficiente sélo el
manejo de algebra. Se puede afirmar que los conceptos relacionados con propiedades de
funciones, donde intervienen procesos que requieren de conceptos de célculo, requieren que
el estudiante incorpore nuevas acciones de pensamiento, funcional y variacional, distintos
del algebraico (Adjiage & Pluvinage, 2008; Adjiage & Pluvinage, 2012), que combinan
aprendizajes ligados a procesos y conceptos. El estudiante debe aprender un lenguaje
especifico.

El anélisis algebraico utilizado como unico recurso en el aprendizaje de conceptos
algebraicos y su aplicacién para resolver problemas, en veces, constituye un obstaculo que
bloquea a los estudiantes en ciertos problemas que requieren del razonamiento funcional. Se

presentan tres ejemplos que ilustran esta realidad.
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Figura 2 1). En la figura 1 se muestra la resolucion algebraica obtenidas por la

mayoria de los estudiantes y profesores cuando resuelven la ecuacion x + vVxZ = 0. Se
pone de manifiesto la ausencia del desarrollo de pensamiento funcional, ocasionada por las
dificultades que presenta la raiz cuadrada de un cuadrado. Se percibe un tratamiento
parcial, s6lo algebraico. Obtienen la solucion x = 0. No obstante, si se recurre a la

representacion grafica de la funcion h(x) = x ++/x%, figura 2, se advierte que las
soluciones son el conjunto de los valores reales de x tales que x =t y t <0. EI
procedimiento algebraico de resolucién requiere de la definicion de valor absoluto de un

nimero real negativo: vVxZ = —x si x < 0.

A partir de la perspectiva de los ETM se puede verificar que en la ensefianza tradicional
hace falta poner mas énfasis en técnicas que no se apoyan directamente en un sustento
tedrico. Un caso es el nimero negativo. Realmente, es un objeto matematico generado a
partir de la vision teorica de la recta numérica. En la ensefianza predomina la insistencia en
escrituras de nimeros negativos con el simbolo “~”; por ejemplo 1. Sin embargo, el valor
absoluto de —1 no es ese mismo ndmero sin signo, sino el mayor de los dos siguientes: -1y
—(-1). En espacios de trabajo personales de estudiantes, y en la perspectiva de sus
desarrollos, pueden reforzarse actividades donde esta presente la identidad Vx? = 1xI. Es
posible suponer, ademas, que actividades de este tipo podrian contribuir a la desaparicion

del error clasico vx? = x, presente en las producciones de los estudiantes (Carrion &

Pluvinage, 2014). 4

2). En Adjiage & Pluvinage (2012) se presenta el ejemplo de la z f
resolucion en los numeros reales de la ecuacion (1) con el manejo del 1
software DERIVE. o
xVx2—=1=0.................. (1) PNl 123
El software exhibe las tres soluciones —1, 0 y 1, aun cuando la raiz 2’
cuadrada no tiene sentido en x = 0 porque v—1 no es un nimero real.

La mayoria de los estudiantes y profesores al resolver la ecuacion (1) 4

solo toman en cuenta la propiedad algebraica general “un producto es Figura 3

cero si, al menos, uno de sus factores es cero”. Es necesario analizar, ademas, en la
resolucion el dominio de la funcién (2), figura 3.

f)=xvx?2—1................ 2)

Un caso que contrasta entre tratamientos algebraicos y funcionales se presenta con la
ecuacion (3),

V1 —x2=0.................. (3)

Es posible resolver siguiendo exactamente el mismo procedimiento algebraico y las mismas
operaciones utilizados para resolver la ecuacion (2). Se llega igualmente a las tres
soluciones obtenidas para la ecuacion (1). Sin embargo, s6lo

.
1 —1 vy 1 son solucioes de (1) y las tres, —1, 0 y 1, son
0.5} £ soluciones de (2). De nuevo, se puede analizar el dominio de
IIIII 4 1/ \  lafuncion (4), figura 4.
o 05 /0 05 i fO)=xvl—x% ... ... ... ......... (4)
-0.5¢ Es aqui donde entra en auxilio el pensamiento funcional. Al
_155 graficar las funciones (2) y (4), figuras 3y 4, se determinan

Figura 4 sus dominios y se comparan. Una vez determinadas las
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soluciones se puede ir de nuevo a los procedimientos algebraicos y hacer los ajustes
necesarios y establecer las relaciones entre ambos registros de representacion.

Problemas que son la base matematica para el disefio de las actividades

Algunas propiedades de funciones empleadas en demostrar teoremas o en resolver
problemas que requieren de conceptos de calculo diferencial cobran sentido al aplicarlas en
la resolucion de ecuaciones y desigualdades o en demostraciones donde se aplican
relaciones algebraicas. A continuacion se presentan ejemplos donde se aplican métodos que
requieren del uso de tales propiedades. Son métodos que pueden resultar menos laboriosos
que otros donde se utilizan procesos algebraicos mas complejos. Al afrontar situaciones
problematicas del algebra escolar su uso reporta ventaja porque refuerzan el aprendizaje de
conceptos de calculo diferencial. Los siguientes ejemplos ilustran estas ideas. Requieren de
algunas propiedades algebraicas y de las siguientes propiedades de funciones: composicion,
continuidad, crecimiento, derivacion y propiedades de valores absolutos.

Problema 1. Resolver la ecuacion siguiente si x > 4:
4

\/X+4+\/X—4—2=ﬁ ....... (5) 7

Solucion. s

Se definen las funciones: ; g
f(x)=N/X+4+\/x—4—2yg(x)=\/%,x24_ : 5y

La funcidon f es continua y creciente para toda x mayor que 4 .

y la funcién g es continua y decreciente para valores de x o+ttt
mayores que 2, figura 5. Como consecuencia, la ecuacion (5) Figura 5

solo tiene una solucion, x; =5, encontrada por simple

inspeccion.
Problema 2. Demostrar la desigualdad siguiente, para x > O:
2
\/x+1>1+§—% .............. (6).
Solucion.
Representacion grafica de la
Se consideran las funciones g; y g,, figuras 6y 7. desigualdad (6) con las
funciones g; y g4, figura 8.
g1(x) =Vx +1, ) =14% x? g3(x) =Vx + 1,x >0,
x) = -—
x> -1 92 278 X x2
x> —1 g4(X)=1+§_§,x20
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Figura 6 Figura 7

Figura 8

En la demostracion de (6) se utiliza la funcion f, figura 9,

f(x)=\/x+1—1—§+§ .......... ©)
Primero se demuestra que la funcion (7) es continua y
creciente, si x es mayor que cero para verificar con esto
que f(x) > f(0) six > 0.

Se tiene f(x) = 0 en x = 0. Entonces f(x) > 0 para toda
x > 0.

La derivada de f respecto a x, figura 10, es 2oy 1 2 3 4 5 6 7T
@ =gmm=ats ®) Figura 9
Para demostrar que f' es positiva, si x es positiva, se utiliza Ia desigualdad de Cauchy (Si
x; =0y x, > 0 entonces - 2>\/x1_x)
3 Vitl=J1-(x+1)< “(’2‘“) . )
Reemplazando (9) en (8) se obtiene
) 00 = 1 1 N 1 _lox_ x? |
2Wx+1 2 T1%x12 4 4(x+2)

2ol 1 2 5 s 5 f(O>0
_ Se concluye la funcion
Figura 10 f es continua y creciente
si x > 0. Con esto queda demostrada la desigualdad (6).

Un tratamiento semejante se sigue para demostrar la
2
desigualdad vx + T < 1+2—,si =1 <x <0,

figura 11.

Problema 3. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones
no lineales con tres incognitas:

La funcion f es creciente porque para x > 0 se cumple

r f(x) > 0.
, _—"  Portanto,six > 0entonces f(x) > f(0); o sea,

01 03

Figura 11
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3*+5%* =8
3V 45 =87, ... (10)
37 +5% =8*
Solucion.
El sistema (10) se puede transformar en _ L @ + 5*
el sistema siguiente: Considerando la sustitucion f(x) = Y
y = In(3") + 5% el sistema de ecuaciones (11) se puede escribir
In(8) como sigue:
—RODESF (1) |y = f(x)
A = f) (12)

@) + 5 | Z=f) ¢ « v v

T In(®) ) x = f(2)
El sistema (10) es equivalente a la ecuacion funcional ,
f@=f(f(F@))=x .. ....... .. (13) ;
La ecuacion (13) es equivalente a f(x) = x porque f es 4 ;
creciente en todo valor positivo, figura 12; entonces, ¢

In(3%) + 5%
y=f(x)=%=x ........... (14)
0 12 3 4 5 67 8 9

La ecuacion (14) se transforma en la siguiente: 3* 4+ 5* = 8%,
De aqui se obtiene = Figura 12

Y +E) =1 .. (15)

7 Una solucidn de la ecuacién (15) es x; = 1. La solucién es
6
- . . 3\* 5\*
o\ ° Unica porque si x > 0 la funcion g(x) = (5) + (g) es

4

3 creciente y, ademas, g(x) = 1 es constante y ambas son

N 4 continuas en el mismo dominio, figura 13.
: 1 ‘ Con un procedimiento semejante se obtener que la solucion
32 10 12 3 4 5 67 8 9 . .

; del sistema de ecuaciones (10)esx; =1, y; =1y z; = 1.

Figura 13

Problema 4. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones no

lineales con dos incognitas: j
ie-y=m() | (16) N

32x(3x _ 8) +8- 3x+3 — 32y+3 1

Solucion. IR EEERE

De la primera ecuacion del sistema (16) se tiene que x -y > 0. La -2

ecuacion se transforma en la siguiente: Figura 14

Vx + In(x) = i/; +nly).......... a7

Si definimos la funcién h(x) = ¥x + In(x), figura 14, entonces la ecuacion (17) tiene
la forma de la ecuacion funcional h(x) = h(y).
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La funcion h es creciente para x > 0. Entonces, de la igualdad h(x) = h(y) se sigue

x =y, en este mismo conjunto de valores.

Por otra parte, de la segunda ecuacion del sistema (16) se despeja y Yy se designa con

y = f(x), figura 15:

_ _ In[32*73(3* - 8) + 8:3*]
y=fx)= ™0
Considerese también la funcion g definida como sigue:

gx)=x=y (19)

La pendiente de la recta tangente t de la funcion (18) es igual a 1

31n(6)
2n(3) '’
pendiente es menor que 1 y si

X > x, €s mayor que 1. Esto

en el punto A de abscisa x, =

garantiza que la ecuacion resultante de igualar las funciones
(18) y (19), y = f(x) = g(x) tenga so6lo dos soluciones,
X1 Y X, con las siguientes caracteristicas: x; < xp Y X, > x4,
_3h@)
In(3)
sistema de ecuaciones (16) son los puntos D = (xq, y1) VY
E=(x2, y;) talesquex; =y, Yy x2 = ya.
Problema 5. Resolver la ecuacion
|x2—6x+7| + |x2=5x+6] =x—1

figura 16, donde x; y x, = 3. Las soluciones del

Solucién.

Se utiliza la siguiente propiedad de valores absolutos para
funciones: Sean f'y g funciones reales de variable real. Si
[F@ |+ 19| = =) + 9@

entonces f(x) <0y g(x) =0.

La igualdad de este enunciado coincide con la ecuacion (20) si
se definen las funciones

f)=x>—6x+7Yy

g(x) = x* — 5x + 6.

Esto significa que |f(x)| =—f(x)y |g(x)| = g(x).

Taller

5

figura 15. Six <x, la *

1 1

Figura 15
5
4 fg
3 E
2 D
1

2 3
21 10X X, 4 5

-1

Figura 16

-1

-2

Figura 17
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En otras palabras, se tienen las relaciones
f(x) <0y g(x)=0, figural7.
Se llega al sistema de desigualdades siguiente:

x2—6x+7 < 0}
A 21
x> —5x+6=0 1)

La solucidn del sistema de desigualdades (21) es la union de los
intervalos x; < x < x; Yy x3 <x < x4, tales que

x1=3-V2, xp=2, x3=3Y x4 =3++2, figura 17.

R I e < ) ]

2
Para tener otra manera de visualizar la GE

6
° resolucién de la ecuacion (20) se toman e
4 ) . Figura 18
3 en cuenta las funciones h y hq, figura 18.
2 h(x)= |x2—6x+7| + |x2=5x+6| ... ... (22)
;
—r T hl(x)z.,x—l... .......... (23)
1 La funcion (22), figura 19, se determina con las siguientes
/’; h, secciones:
~ hi(x) =x—1, talque 3—vV2<x <2,

Figura 19 )
h,(x) = —2x“ + 11x — 13, talque 2 < x < 3,

hy(x) =2x% —11x + 13, talque x <3 —+v2 0 x >3
En la figura 18 se observan los segmentos de recta comunes de las representaciones
graficas de las funciones (22) y (23). Estos segmentos determinan los intervalos solucion de
la ecuacion (20): x, < x < xg Y xc < x < xp. Las soluciones x, y xp Se encuentran
resolviendo simultdneamente el sistema de ecuaciones formado con las funciones h; y h3 y
las soluciones xg y x¢ se obtienen con h; y h,, figuras 18 y 19.

Conclusiones

Consideramos que el saber del &lgebra no es suficiente para los tratamientos de funciones,
se necesita el pensamiento funcional. La introduccién de los conceptos del calculo supone
la adquisicion de una nueva forma de pensamiento y de un lenguaje que introducen
elementos adicionales y complementarios respecto al algebra. Para adquirir procesos y
conceptos sobre funciones el estudiante debe aprender un nuevo lenguaje especifico. Debe
entrar en el razonamiento funcional, distinto al algebraico.

Se mejora la calidad de la ensefianza que se genera en un contexto de discusion en grupo.

El uso de herramientas tecnoldgicas ejerce influencia en el desarrollo de las actividades y
en el manejo de conceptos.
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