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Resumen

Las estrategias didacticas propuestas permiten lograr la comprensién de los
conceptos fundamentales de algebra lineal (producto vectorial, producto interno,
significado geométrico de ecuacidn lineal en 3d), mismos que emergen como objetos
matematicos no ostensivos en el proceso de la realizacion de las practicas
computacionales en el contexto algebraico.

En la parte introductoria se proporciona una guia, como un recurso metodolégico,
para utilizar la definicion y propiedades del determinante de 3 % 3 emergentes del
proceso de solucion de los sistemas lineales con tres variables, como un
instrumento poderoso en aplicaciones. El aprendizaje significativo de los conceptos
fundamentales del curso de Algebra Lineal se logra a través de actividades de
apoyo para evidenciar la naturaleza y significado de los objetos matematicos. En
este trabajo nos apoyamos en el marco tedrico de Enfoque Ontosemiotico (EOS).

Palabras clave: objetos no ostensivos, representaciones, significado.
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Marco tedrico: Enfoque Ontosemiotico de la cognicion matemética (EOS)

“La preocupacion por el significado de los términos y conceptos matematicos lleva
directamente a la indagacion sobre la naturaleza de los objetos matematicos, a la reflexion
ontoldgica y epistemologica sobre la génesis personal y cultural del conocimiento matematico y
su mutua interdependencia. Reciprocamente, detras de toda teoria sobre la formacién de
conceptos, o0 mas general, de toda teoria del aprendizaje hay unos presupuestos ontolégicos sobre
la naturaleza de los conceptos, y por tanto, una teoria mas o menos explicita del significado de
los mismos” (Godino, 2010 b, p. 3).

La transicién desde las operaciones computacionales, hasta los objetos abstractos es larga y
complicada y se desarrolla en tres etapas: interiorizacion (desarrollo de representaciones
mentales), condensacion (nacimiento del concepto) y reificacion (salto cualitativo hacia el
concepto).

Respecto a las consideraciones bésicas de esta teoria, Sfard (1994) declara que:

“la concepcion operacional (orientada por los procesos) emerge primero y que los objetos
matematicos (concepciones estructurales) se desarrollan después a través de la reificacion del
proceso. Hay muchas evidencias de que la reificacion es dificil de adquirir” (Sfard, 1994, p.
191).

En el EOS se ha afrontado el problema de la significacion y representacion mediante la
elaboracion de una ontologia matematica explicita sobre presupuestos iniciales de tipo
antropoldgico, lo que da cuenta del origen humano de la actividad matematica, sistemas de
practicas operativas y discursivas ligadas a campos o tipos de problemas (Godino at al., 2007,
Font at al., 2007 ).

En los trabajos sobre "significado institucional y personal de los objetos matematicos"
Godino y Batanero (1994 ) han introducido las nociones de practica personal, sistema de
practicas personales y objeto personal como Utiles para el estudio de la cognicién matematica
individual.

Respecto a los objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas:

En las précticas matematicas intervienen objetos ostensivos (simbolos, graficos, etc.) y no
ostensivos (que evocamos en la actividad matematica), los cuales son representados en forma
textual, oral, grafica e incluso gestual. De los sistemas de practicas matematicas emergen nuevos
objetos que dan cuenta de su organizacion y estructura (tipos de problemas, lenguajes,
procedimientos, definiciones, proposiciones, argumentaciones).

Las situaciones-problema son el origen o razén de ser de la actividad; el lenguaje
(simbolos, notaciones, graficos, entre otros) representa las restantes entidades y sirve como
instrumento para la accion, mientras que los argumentos justifican los procedimientos y
proposiciones que relacionan los conceptos entre si.

Nuestra propuesta esta basada en el Enfoque Ontosemiotico (EOS) de la cognicion y la
instruccion matematica:

Lograr que el estudiante comprenda conceptos abstractos por medio del proceso de la
construccién de los mismos, a través de la practica matematica en el contexto computacional.
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Esta estrategia implica el desarrollo del pensamiento geométrico (operaciones con
vectores, planos y rectas, volumenes y areas).

Partiendo de objetos geométricos se puede dar interpretacion geométrica de los objetos
abstractos y lograr visualizacion que facilite la apropiacion de los conceptos abstractos.

El modo de pensar algebraico es indispensable debido a las aplicaciones en computacion,
economia, medicina, finanzas sin mencionar fisica, mecanica, quimica, etc.

Précticas discursivas respecto a las representaciones semiéticas del determinante

Las investigaciones recientes pretenden sentar las bases para el estudio de razonamiento
algebraico dentro del modelo operativo. Es un retorno a lo béasico con el enfoque a resolucion de
problemas para lograr el aprendizaje significativo de contenidos y lograr el desarrollo del
pensamiento algebraico.

En la parte introductoria se realizan practicas discursivas con base en la guia teorica
proporcionada a cada participante, como un recurso metodoldgico, para utilizar la definicién y
propiedades de determinante 3 * 3, obtenidos en el proceso de solucion de los sistemas lineales
respecto a tres variables, como un instrumento poderoso en aplicaciones. También se
proporciona un cuestionario para autoevaluacion de las competencias adquiridas.

Objetivo: Lograr que los participantes comprendan conceptos abstractos por medio del
proceso de la construccidn de los mismos a través de la practica matematica en el contexto
computacional.

La estrategia didactica estd apoyada en el Enfogque Ontosemidtico de la cognicion e
instruccion matematica, la cual sugiere que el aprendizaje significativo de los conceptos
matematicos puede ser logrado a través de las practicas en las que a partir de la
organizacion de ciertos objetos matematicos primarios y la realizacion de algunos procesos
cognitivos emergen otros objetos matematicos mas complejos.

xa+yb+zc=d
Para un sistema lineal de 3 % 3 dado xa, + yb, + z¢, =d,
xa, + yb, +zc, =d,

se obtiene la forma mas simple de la primera ecuacion:

(a b ¢ Ja ¢ |a b
b2 CZ a2 CZ a‘2 b2

Asi, podemos llamar el determinante de 3 X 3 al coeficiente frente a z, y denotarlo con un
simbolo que a su vez se representa por un registro semiético complejo, el que a la vez codifica la
regla de célculo

-b +C j z=(T) (véase Apéndice).

a b c
bpoco & ¢ & b
A, s = c,=a -b +C :
- al bl ' b2 C2 a2 CZ a‘2 b2
a2 b2 C2
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de donde uno puede obtener la solucion Unica para la incognita z, siempre y cuando el
determinante no sea cero.

Significado geometrico de la ecuacion lineal 3d

Debido a que partiendo de objetos geométricos se puede dar interpretacion geométrica de
los objetos abstractos y lograr visualizacién que facilite la apropiacion de los conceptos, nuestra
estrategia implica el desarrollo del pensamiento geométrico (operaciones con vectores, planos y
rectas, volimenes y areas).

Representaciones equivalentes de una ecuacion lineal con tres incognitas
Situacién-Problema: ¢ Cudl es el significado geométrico de la ecuacion lineal
Ax+By+Cz+D=07?

Primero vamos a obtener representaciones equivalentes a través de manipulaciones
algebraicas segun las reglas operativas.

Supongamos que hay tres ternas de valores, (X, Y, , Z,), (X,, ¥, ,2,), (X3, Y5, Z3), que

satisfacen esta ecuacion, es decir, al sustituir los valores numéricos de esas ternas en la ecuaciéon
dada, esta se convierte en la identidad.

Como resultado de sustitucion, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales no
homogéneas respecto a los coeficientes A, B, C (en el proceso de practicas discursivas se
aclaran las condiciones que deben satisfacer los valores numéricos de las ternas)

Axy + By, +Czy; = —-D
Axy+ Byy; + Cz3 =-D

Entonces se puede usar las formulas de Cramer para las incognitas A, B, C (véase
Apéndice) y obtener:

*) AXtAYHA2+AD=0,

-Dw z
donde el simbolo A , representa el determinante [—D ¥, z; el cual se puede transformar en
—D vy z;
—D Vi Z1
0 wv,—w z,—z,|=—Dwy, utilizando las propiedades de determinantes (véase
0 yvi—»w z3—=z
Apéndice A).

El simbolo \y, representa el determinante de 2 X 2 de la tabla de los elementos obtenidos
Y: V¥V 227 31)

al quitar la fila y columna que contienen al elemento D, es decir, el Det (v R
23 1 3 1
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El procedimiento analogo se realiza para representar los simbolos A, Y A Ag=DPW, ¥

Ac=—D ;- Donde W2 y Wa s0n los determinante 2 x 2 de las tablas correspondientes a los

elementos obtenidos al quitar la fila y columna que contienen al elemento D .
Xy ¥V Z

Para el determinante del sistema tenemos A=[%Xz ¥z Zz|.
Xy ¥z Zg

Realizamos las siguientes transformaciones que no lo cambien de acuerdo con las
propiedades del determinante: restamos de los elementos del segundo rengldn, los elementos
correspondientes del primer renglén, del mismo modo los restamos del tercer renglon, y luego
aplicamos la regla de desarrollo del determinante por los elementos del primer renglon de
acuerdo con la definicion del determinante de 3 X 3.

El resultado se puede expresar en la forma resumida utilizando notaciones para los
determinantes de 2 X 2 correspondientes:

A= Xt W, — yl W,*Z, W;-

Con lo cual la ecuacion (*) se transforma (si D = 0) en

)W (X =X) F WY —Y)+w, (z —2) =0

En esta expresion reconocemos la ley de calculo del determinante de 3 X 3, dado que cada
simbolo \y; representa un determinante de 2 X 2, donde (x —x,), (Y - yl) , (z —z,) son
elementos que forman el primer rengldn.

Entonces el resultado de nuestra exploracion de la ecuacion lineal se presenta utilizando el
determinante de 3 X 3
X—xy V=¥ ZI—I
Xg— Xy ¥z~ ¥ Zz—EZ|=0,
Ly~ Xy NVy— Vg I3 I,

que es equivalente tanto a la ecuacién (**) como a la (*).

Todas las representaciones son equivalentes a la ecuacion lineal Ax+By+Cz+D =0,
con tres soluciones dadas: (X;, Y, , Z;), (X5, Y5, 2Z5) (X5, Y5 4 25) .

La solucién Unica respecto a 4. B, C se garantiza por la condicién que el determinante del
sistema no es cero: ¢ Cudl es el sentido geométrico que expresa esta condicion?
Interpretacion geométrica y significados de las diferentes representaciones y simbolos

Si asumimos que cada terna representa las coordenadas cartesianas de los puntos M, Ky L;
entonces todas las representaciones son ecuaciones del plano que pasa por estos tres puntos, los
cuales lo determinan de manera Unica, en concordancia con nuestra intuicion geométrica.

¢Como se puede averiguar?
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Necesitamos dar sentido geométrico a los simbolos yy/ y a la expresion

**) W, (X _Xl) +(_W2)(y _yl)+W3 (Z _Zl):O'

Vamos a dar interpretaciones geomeétricas de los registros semi6ticos de objetos
emergentes y significado de los simbolos.
Consideramos las ternas (X, Y, , Z,), (X, Y, ,2,), (X3, Y , Z3) como coordenadas

cartesianas de los puntos K, M, L, respectivamente. Entonces las ternas
Xz~ X1, Y2 ¥1, Z37 2
X3 — X1, ¥3 = ¥1, Z3— I3

representan las coordenadas correspondientes de los vectores KL y KM . Denotamos ahora como
u = KL, con coordenadas u4, i, s, y ¥ = KM, con coordenadas vy, v, v3.

M

K
Figura 1. Vectoresu y v.

Asi el vector w tiene coordenadas

o ua

r

v; T

Uy Ug

W — ‘ Uy Ug
] 2 — —_—
m T

=l ]
v, U,

Wy =

y lo Ilamamos producto vectorial.

Précticas discursivas: ortogonalidad. En el caso 2d tenemos lal* = a,* +a,?,
|b|? = b,* + b," ysic =a+ bentonces le|® = ¢;% + ¢, = (ay + b))% + (a, + by)? =
lal* + |b|* + 2(a,b, + a,b,).

Si ademas tenemos que a y b son ortogonales, & L b, se cumple el teorema de Pitagoras;

lo que nos sugiere ver la expresion (a; by + a,b,) = 0 como la condicién de ortogonalidad,
expresada analiticamente a través de las coordenadas de los vectores.

Asi podemos interpretar la ecuacién (**) como ortogonalidad de los vectores KP y w,
donde P(x, y, z) es un punto arbitrario, cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion (**) y la
ecuacion (*). 'Y en general, la expresion algebraica de la izquierda, en (**), es llamada producto
interno (o escalar) de los vectores KP y w.

Nuestra intuicion geométrica y experiencia visual nos permite deducir que los puntos P
forman un plano.

Para percibir otras propiedades del vector w, notamos que se verifica
ugwy Fu,wy Fuwy =0

vywy + W, + vgwy = 0.
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Es decir, w es ortogonal a KLy a KM

Mediante otros ejercicios computacionales, podemos obtener que |w| es el area del
paralelogramo formado con los vectores KL y KM, y que al valor absoluto del determinante se
puede dar el sentido geométrico como el volumen, entre otras interpretaciones.
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Apéndice A
Una guia como asesoria tedrica.

Introduccidn a exploracion para desarrollar el eje Extensivo — Intensivo en EOS.
Motivacion: trayectorias emocionales. Evidenciar la naturaleza de objetos matematicos.

Los matematicos chinos durante los siglos I11'y 1V a.C. continuaron la tradicion de los
babilonios y nos llegaron los primeros métodos del pensamiento lineal.

Un problema publicado en 152 a.C.

“Hay tres clases de granos; tres gavillas de primera clase, dos gavillas de segunda clase y
una de la tercera hacen 39 medidas; dos de la primera, tres de la segunda y una de la tercera
hacen 34 medidas; y una de la primera, dos de la segunda y tres de la tercera hacen 26 medidas.
(Cuantas medidas de granos estan contenidos en una gavilla de cada clase?”

Los sistemas de este tipo surgen en gran cantidad de problemas de aplicaciones en fisica,
biologia, quimica, ingenieria, estadistica, economia, finanzas, psicologia y sociologia, teoria de
cddigos, etc..

xa+yb+zc=d
Nivel Extensivo. Para un sistema lineal de 3 X 3 tenemos: Xa, +yb, +zc, =d,
xa, + yb, +zc, =d,

Si aplicamos el método de eliminacion de variables: (o las formulas de Cramer para las
incdgnitas x y ¥) en las Gltimas dos ecuaciones, obtenemos las expresiones:

d1 —Cz b1 & d1 —Cz
d,-c,z b a, d,—c,z
JG Gz By B GmGl gongen % Lo,
A A a, b,
o . . c c
Al sustituirlas en la primera ecuacion obtenemos: | a oG -b % G +C o b z=(T)
b2 C2 a2 C2 a2 b2
donde T denota el término libre. Para facilitar los céalculos es indispensable usar las propiedades
. - . a b;+ b, a b a b,
2% 2 N 1 z
del determinante de que se verifican directamente ‘C d, +d, c d, + ¢ d

Asi, podemos llamar el determinante de 3 x 3 al coeficiente frente a z, y denotarlo con un
simbolo que a su vez se representa por un registro semiético complejo, el que a la vez codifica la
regla de célculo:

a b c

boc| & ¢ |a b
A, .= =a -b +C .
3x3 a1 bl Cl b2 02 a2 Cz a2 b2
aZ b2 CZ
d d
Entonces la ecuacion se puede escribir como A, ,z = aIol 1 _p 4 g b, Ly
b2d2 a2d2 a‘2b2

reagrupando los términos en la parte derecha, obtenemos la ecuacion en la forma
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a b d
AgsZ=A, =8 b1 dl '
a‘Z b2 d2
] . A A A
Y asi obtenemos las formulas de Cramer x = XX’ y= Xy’ Z= XZ'

Nivel Intensivo. Ejercicio para generalizacion de los resultados.

Si uno sigue la técnica de reduccion al caso de la dimension anterior, se puede obtener
para el caso de n = 4 la regla de calculo del valor numérico asignado a la tabla de los

1=n

coeficientes del sistema Zakix' =Dh,,k =1...,n, que se puede explicar como el procedimiento
i=1

siguiente:

e nos movemos a lo largo del primer renglon, multiplicando a,; por el determinante de la
tablita de 3 x 3 obtenida al eliminar el primer renglon y la j-ésima columna,

e después sumamos todos estos términos, pero alternando los signos positivo y negativo:
negativo antes de a4, Y a4 .

Propiedades de determinantes. Como resultado de unos ejercicios divertidos se
encuentran varias propiedades, que son inmediatas de las definiciones.

(@) Al intercambiar dos renglones, o dos columnas, el signo del determinante se cambia. Y en
consecuencia:

(@") Si una matriz tiene dos renglones (o dos columnas) iguales, el determinante es cero.

(b) Se puede sacar un factor comin a cualquier renglén o columna de una matriz y los
determinantes se relacionan de una manera algebraica de factorizacion.

(c) Si a un renglén (o columna) le sumamos otro renglon (o, respectivamente, columna), no se
cambia el valor del determinante.

a b, +b,
c d;+d,

a by a b,
c dy -
Esta propiedad se cumple para el determinante de 3 x 3,
det (a’,bf + Bl,c") =det(a,b],c") +det (a’,b], ),
ty
donde el simbolo u" = | 42 | denota las entradas de una columna de un determinante de 3 x 3.
(s
Y en general, se cumple paara determinantes de n X n, lo que uno puede comprobar por la

induccidn utilizando una de las dos definiciones para determinantes que se encuentran en los
libros, mismas que uno puede concebir por su propia cuenta.

_|_

d)

Como una aplicacién de las propiedades, en el cuestionario se propone una actividad lidica
con el determinante de = X n llamado circulante, del cual se puede obtener todos los nimeros
de Fibonacci.
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