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Resumo

E preciso relacionar os contetidos matematicos codemais setores da sociedade,
sobretudo reconhecendo a tecnologia. E fundameuéase busque novas propostas
para o ensino da Matematica. Este trabalho apeesema investigacao desenvolvida
em uma escola publica estadual no municipio de €and/RS, Brasil, em uma
turma do 2° ano do Ensino Médio. O objetivo foiaduzir o conteddo de
Progressdes Geomeétricas por meio do fractal Teétcauld, a partir da utilizacdo do
softwareGeoGebra, bem como o de apresentar o conteudondtate de uma forma
atraente, pois a tecnologia desperta o interessestadantes. A analise das
atividades teve como aporte tedrico as fases dsfigacdo de um padrao de Herbert
e Brown (2000): procura do padréo, reconhecimeatpatirdo e generalizacao. Foi
alcancado éxito no trabalho, pois possibilitou sxfgssor refletir sobre sua pratica e
ao aluno, que se tornou um sujeito ativo no pracdesconstru¢cao do conhecimento.

Palavras-chavesfractal Tetra Circulgprogressées geométricas, GeoGebra.

Introducéo

Nossa sociedade esta passando por inUmeras transgfigs, a globalizacdo e as
tecnologias tém mudado o nosso dia-a-dia. Estda@as provocam algumas mudancas
também no ambito educacional. Atualmente, se tegutido muito sobre a abordagem de
conteudos em sala de aula e 0 uso de novas te@slagensino, pois o contexto atual exige
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uma educacao mais completa, uma educacéo que realssga eficaz e atinja o mundo de uma
forma global.

[...] chama-se a atencéo para a necessidaderdasienar a Matemética com os demais
setores da sociedade, sobretudo reconhecendo as desenvolvimentos das ciéncias e
da tecnologia. O grande desafio que nds, educadmisnaticos, encontramos € tornar a
matematica interessante, isto €, atrativa, releyasto &, util; e atual, isto é, integrada no
mundo de hoje (D’ ambrésio, 2001, p. 14-15).

Nossa pratica em sala de aula permite crer quesrfouaas de abordar conteddos tornam
as aulas de Matematica mais atraentes e produlease sentido, entende-se que € necessario
gue se crie possibilidades que desenvolvam no @apacidades como, questionar, reconhecer,
relacionar e criar, abordando as tecnologias camarhentas que podem auxiliar tanto
professores quanto alunos no processo de enseedizagem.

Nos Parametros Curriculares Nacionais para o Efgindamental (Brasil, 1998), ha a
recomendacado de que 0s recursos tecnoldgicos paetamsados em aulas de Mateméatica com
varias finalidades, tais como “meio para desenvawonomia pelo uso de softwares que
possibilitem pensar, refletir e criar solucdes’.4p)

Partindo dessa ideia buscou-se explorar o Fraetah Tirculgpor meio dcsoftware
GeoGebra, que é um programa de geometria dindimieaadequado para a andlise gréfica.
Nele pode-se tanto trabalhar conceitos geométdoom algébricos, visto que a Geometria
Fractal possui um vasto campo de aplicacao e cmdstrde conceitos matematicos.

Segundo Nunes (2010):

a exploracdo da geometria fractal, em context@tede aula, proporciona o
desenvolvimento das atitudes, dos valores e dapatémcias dos alunos, na medida em
que promove a curiosidade e o gosto de aprendeestpiisar e de investigar;
impulsiona a utilizacdo da matematica na intergéetalo real, reconhecendo formas e
processos que envolvem conceitos matematicos; apdampreenséo dos conceitos de
perimetro, area e volume; promove a pesquisa dégmé regularidades formulando em
seguida generalizacdes em situacBes diversas, dameate em contextos numericos e
geomeétricos (p. 74).

Utilizou-se, na investigacdo, o reconhecimento adr@o do Tetra Circulo, que assim
como os demais fractais, esta condicionado a meaelmeéricos, algébricos e geométricos.
Compreende-se que “ao conceito de padrao estaciads® termos tais como: regularidade(s),
sequéncia, motivo, regra e ordem” (Vatel, 2005, p. 3). Ele pode ser um grande aliado no
processo de introducdo e motivacdo para o conteégigoogressdes geométricas, o que sera
mostrado neste trabalho.

Para tanto, a analise das atividades realizadasusteve como aporte tedrico as fases da
investigacdo de um padrédo de Herbert e Brown (200025): procura do padréo,
reconhecimento do padréo e generalizhcéo

Conceito de Fractal

! pattern seeking, pattern recognition e generalati
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Influenciado pelos trabalhos de alguns matemataaso George Cantor e Giuseppe
Peangno ano de 1970 Benoit Mandelbrot publicou o lividé Fractal Geometry of Natute
no qual introduz o termo “fractal”, que, segundaoti®sa (2005), tem sua origem no latim, do
adjetivofractus cujo verbo correspondentdragere o qual significa quebrar: criar fragmentos
irregulares, fragmentar. Ele utilizou o termo Faaptara denominar as figuras que representam
aspectos da natureza.

Um fractal é definido por trés caracteristicas dassiautossimilaridade, complexidade
infinita (iteracéo) e a dimensao fracionéria.

De acordo com Carvalho (2005), autossimilaridaderéis simples e marcante das
caracteristicas dos fractais; significa que cadle gan escala menor é exatamente igual ou
semelhante a parte inicial, ou seja, cada partdiasapda imagem sera igual a da inicial.

A complexidade infinita esta relacionada a exiggde um processo ciclico, o que
significa que uma determinada operacéo repetefisgamente, de acordo com essa
propriedade; cada fractal em sua construcdo dge@en namero infinito de procedimentos.
Sobre essa caracteristica, Capra (1996) a defe ta técnica principal para se construir um
fractal é a iteracao - isto é, a repeticao incdesde certa operacdo geometrica” (p. 119).

Ao se referir a dimenséao fracionaria de um fradtedtch (2008) afima que ela “é expressa
geralmente por um valor n&o inteiro e esta reladarcom sua estrutura, seu comportamento e
seu grau de irregularidade” (p. 18).

Fractal Tetra Circulo

O fractal Tetra Circulo foi criado em 1995 pelo aedi6rio de Ensino da Matematica -
LEM do IME-USP com a finalidade de explorar sisterda geometria interativa. Ele € um
fractal geométrico, pois € baseado em uma circénéé com quatro pontos equidistantes que a
divide em quatro arcos congruentes, 0s quais s&antoo dasiovas circunferéncias de raios
menores. Essas novas circunferéncias possuenqueecsio a metade do raio da circunferéncia
inicial. Repetindo o processo, essas quatro navasnéeréncias geram o nivel seguinte do
fractal, e, assim sucessivamente, como ilustradguoea 1.

Figura 1 Fractal Tetra Circulo e suas iteracdes. Constrpgdpria.
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Procura do padréo, Reconhecimento do padréo e Geradizacao

Conforme Herbert e Brown (2000), a investigacapatiroes passa pelas fases: procura do
padréo, reconhecimento do padrdo e generalizagin.bdse nas experiéncias realizadas com
alunos do sexto ano do Ensino Fundamental, asesutoiumeraram essas trés fases como
satisfatOrias para classificar o desenvolvimenwalonos durante a investigacdo de padrdes.
Elas sdo claramente identificadas no momento ensgt@balha com sequéncias, nesse caso,
com progressdes geométricas.

Na primeira fase, a Procura do Padréo, os alunesabudeterminado padrédo em uma
situacdo dada. No caso do trabalho que aqui seaqee ela consistiu ha etapa em que eles se
dedicaram a compreensao da regularidade que fagger fractal repita sua estrutura inicial,
ou seja, no processo da construcédo do Tetra CincdoftwareGeogebra.

Na segunda fase proposta por Herbert e Brownum®galreconhecem o padréo por meio
de diferentes representacdes que identificam duenbmpreenséo da situacao dada. Na
atividade de exploracao, eles passaram por essadagconhecerem o padréo utilizando tabelas
e outras formas de representac6es matematicas,fcagdes e poténcias.

Por fim, os alunos do experimento de Herbert e Bratingiram a terceira fase, a de
Generalizagdo, quando generalizaram o padraotanataisso retomando a situacgao inicial. Na
atividade com o Fractal Tetra Circulo que se resaliessa fase foi atingida quando os alunos
conseguiram, ao passar de um nivel posterior aivehgqualquer, escrever uma formula geral
expressando o contelldo matematico explorado recamu

Relato e andlise da experiéncia com o Fractal Teti@irculo

As atividades foram aplicadas em uma turma do skgano do Ensino Médio de uma
escola publica estadual, na qual o primeiro autegénte de classe, no municipio de
Candelaria-Rio Grande do Sul, Brasil. O tempo decegado foi de 4h/aula de 50 minutos cada.
Os alunos trabalharam em duplas no laboratériofdematica da escola.

Inicialmente, foi solicitado aos alunos uma pesgu@vebsobre fractais, na qual
deveriam buscar o conceito e as principais caifatiters, bem como exemplos. Essa tarefa foi
enviada para o professor wenaile discutida na aula, como ilustrada na figura 2.

TRABALHO - o que é fractal(2)
T
Para Eu

Um fractal € um objeto geométrico que pode ser dividido em partes, cada uma das quais semelhante ao objeto original. Diz-se que 0s
fractais tém infinitos detalhes, so geralmente autossimilares e independem de escala. Em muitos casos um fractal pode ser
gerado por um padrdo repetido, tipicamente um processo recorrente ou iterativo. O termo foi criado em 1975 por Benoit
Mandelbrot, matematico, que descobriu a geometria fractal na década de 70 do século XX, a partir do adjetivo latino fractus,
do verbo frangere, que significa quebrar

Responder, Responder a todos ou Encaminhar | Mais

Figura 2 Email enviado pelo aluno A.
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A figura 2 ilustra a resposta do aluno A, o qualtaea da internet o conceito de fractal e
algumas consideracdes a respeito do tema. No gue,s&presenta-se; na figura 3, alguns dos
fractais encaminhados ao professor pelos alunos.

Figura 3 Alguns exemplos de fractais enviados pelos alunos

Posteriormente, os alunos receberam um roteirogpeoastrucao do Fractal Tetra Circulo
e, como ja haviam utilizado o Geogebra em outrssando houve questionamentos sobre a
construcao.

ROTEIRO — FRACTAL TETRA CIRCULO
¢ Inicialmente abra o Geogebra.
¢ Retire os eixos e a janela de algebra.

¢ Clique na ferramenta Gj (Dica escolha o raio do circulo maior ou igual a 10).

e Trace uma reta, |~ ‘ de modo que um dos pontos coincida com a origem do circulo.

e Trace uma reta perpendicular |- a anterior.

¢ Marque os pontos de interse¢do do circulo com as retas. E
* Em cada ponta de intersecdo, construa um novo circulo, porém com metade do raio anterior. )
¢ Repita o processo por trés vezes. Sempre o valor do raio, metade do anteiror.

Figura 4 Roteiro para a constru¢éo do Tetra Circulo.

A construcdo do fractal durou uma aalacorreu de forma tranquila sem dificuldades. Foi
pedido também, apds a conclusdo pelos alunos pagsa para colorir o Tetra Circulo, de modo
a respeitar cada iteracao realizada. Na figurad&s8éivel verificar claramente o processo a cada
iteracao.
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Figura 5. Fractal Tetra Circulo construido por urdapla de alunos.

Com o fractal pronto, foi questionado qual tipaelgularidade existia no Tetra Circulo. A
maioria dos estudantes respondeu que o raio egreenmetade da iteracao anterior e que 0s
pontos nos circulos eram equidistantes. Quanddignados sobre o0s niveis de iteracao,
afirmaram que era infinito. Nesse momento, os aynaeram explorar as ferramerzasm
ampliar e reduzir, tal fato evidencia como o Geogebra pode faciéiteranipulacéo e a
visualizacéo.

Através de deslocamentos aplicados aos elementosogupdem o desenho, este se
transforma, mantendo as relacdes geométricas gaetedzam a situacdo. Assim, para
um dado objeto ou propriedade, temos associadaal®géo de ‘desenhos em
movimento’ e 0s invariantes que ai aparecem cooresgm as propriedades geométricas
intrinsecas ao problema. E este é o recurso didiigortante oferecido: a variedade de
desenhos estabelece harmonia entre os aspect@staaisce figurais; configuracdes
geométricas classicas passam a ter multiplicidadegtesentacfes; propriedades
geométricas sdo descobertas a partir dos invasiaotenovimento” (Gravina, 1996).

Segundo as fases de Herbert e Brown (2000), ossllurante estas atividades estavam na
fase de Procura do Padrao na situacao dada, pmavam extrair a informacao de um caso
especifico. Quando perguntado sobre as regulasdim€&ractal Tetra Circulo, a visualizacéo
ganhou énfase, pois as caracteristicas geomédiecastossimilaridade e complexidade infinita
foram observadas ainda que nao formalizadas.

Na sequéncia, foi solicitada a criacdo de uma @alaefjual deveria ser preenchida de
acordo com cada iteracdo. Nesse momento, foi cewisbnceito de circulo e de circunferéncia,
ja que a turma havia trabalhado no inicio do atied® contetdo de comprimento de arco,
optou-se por explorar os elementos do fractal comconferéncias.
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Figura 6. Reconhecimento do padrdo: tabela preenchida pkloss.

Ap0s o preenchimento da tabela, os alunos forarstigmados sobre quantas
circunferéncias teriam a terceira e a quinta ivaé maioria observou que existia um padrao
de regularidade, no qual era a multiplicacdo doerdranterior de circunferéncias por quatro,
concluindo, entdo, que o numero de circunferérsaas de 64 e 1024, respectivamente, para
cada iteracao.
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Figura 7. Reconhecimento do padrao: identificando o nardercircunferéncias feito pelo aluno B.

Foi questionado, posteriormente, o que se poderetaisem relacdo ao comprimento da circunferéncia
apos cada iteracdo, bem como qual seria o raioidaunferéncia na quinta iteracéo. Os alunos néao
tiveram dificuldade nessa atividade, pois afirmamgne a cada iteracdo a medida do raio se reduzia
pela metade, logo com o comprimento da circunféaéomorria 0 mesmo. Cabe lembrar que a medida
do raio era diferente para cada dupla de alunossoi exigidoapenas que o comprimento fosse maior
ou igual a 10 uc.

Figura 8 Reconhecimento do padrao: identificando relagdé® o raio e 0 comprimento das
circunferéncias.

Em seguida, depois dos alunos apresentarem suavat@es, foi explorado o fato de que
estas sequéncias eram progressdes geométricagirAlpase momento, foi explicado que,
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guando em uma sequéncia numérica o termo seguaitéd® por meio de uma multiplicacéo
por um nimero que € sempre 0 mesmo, dizemos cué esha progressao geomeétrica, e este
valor que é multiplicado € chamado de razao.

Outro ponto importante, nessa etapa, foi de maitmsos observaram que essas sequéncias
sao expressas por funcdes exponenciais, contetelqueshaviam estudado no primeiro ano do
Ensino Médio. Esse fato foi essencial na descobeddeis de formacéo para o nimero de
circunferéncias geradas a cada iteracdo e a paedliaa do raio.
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Figura 9. Lei de formacao para o nimero de novas circunééaé geradas obtidas por uma dupla.
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Figura 10 Lei de formacéo para a medida do raio a cadacifer.

Durante a realizacao dessas questdes, os alurszaaspela fase de Reconhecimento do
Padréo, pois reconheceram o padrao para o castfespe o transcreveram usando tabelas e
representando os valores encontrados por mei@g@es e poténcias, bem como verificando a
ligacdo entre progressdes geomeétricas e a fungiimercial. De acordo com Herbert e Brown
(2000), € nessa fase que os alunos buscam re@edesnimatematicas que expressem as
observacdes realizadas com a exploracao do padréo.

O proximo passo foi questionar sobre a variacaoud®s niveis do padrao. Solicitou-se
gue os alunos tentassem escrever como poderiagarteada a medida do raio de
circunferéncias no caso de um nivel postericit,amniveln + 1. Foi registrado que teriam

—=<-no niveln + 1, ondea, é a medida do raio da circunferéncia inicial. TeémHoi

guestionado quantas interacdes eram necessarsaguese tivesse menos de 1000
circunferéncias e que nao ultrapasse 5000 circéiméeas.
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Figura 11.Ultimas questdes: processo de generalizacao.

Essas questdes se enquadram na terceira faseadiaspac Herbert e Brown (2000), a da
Generalizagdo, o que é possivel afirmar com bas@&mala geral que os alunos escreveram
para um nivel posterior a um nivel qualquer, og,s8) nivelr + 1 e nas afirmacfes que os
alunos foram capazes de realizar posteriormente.

Cabe lembrar também que, durante toda a realiziggiatividades, os alunos fizeram o
uso de ferramentas que permitiram uma investigdigg&onica e uma interacdo com os objetos
construidos a partir do Geogebra, o que contribiginificativamente para o sucesso da obtencéo
das conclusdes corretas.

Para finalizar, foi formalizado o contetdo de pesgbes geométricas, a partir dessas
atividades, bem como das observactes que emerginam a identificacdo do termo geral com
a funcéo exponencial com dominio o conjunto dosragt. Uma progressao geométrica e
definida por Lima (2008, p.100-101) como

uma sequéncia de ndameros reais € uma funcae-R Nlefinida no conjunto N = {1,2,3,
4...} dos nimeros naturais e tomando valores njuomR dos nimeros reais. O valor
x(n), para todo &N, sera representado por xn e chamado o termadéenan, ou n-€simo
termo da sequéncia. Escreveremos (x1, X2, x3,..,)xou (xn) aN, ou simplesmente
(xn), para indicar a sequéncia x.

Consideracgdes Finais

Com o trabalho desenvolvido se observou que éymssifroduzir o contetudo de
progressdes geométricas a partir da exploracioaddF Tetra Circulo nooftware GeoGebra,
uma vez que os estudantes conseguiram desenvadlaer as atividades propostas em sua
plenitude.

Aponta-se, também, que o uso da tecnologia foiliad@ao trabalho do professor e um
facilitador do processo de ensino/aprendizado gnglantes, pois possibilitou o estimulo a
experimentacao, simulacao e testes, o que naopsErsavel apenas com registros manuais.

A exploragéo do fractal propiciou que os alunoaleecem relacdes entre diferentes
formas de representacdes, chegando até a estalzelg@egao entre progressdes geométricas e
fungbes exponenciais com dominio no conjunto dosraia.

Entende-se que o objetivo do experimento foi aladagja que possibilitou aos alunos
aprenderem em acdao, ou seja, foram sujeitos ativ@socesso de construcéo de seu proprio
conhecimento. Houve uma reflexao positedre a pratica docente, ja que o professor tinha
receio sobre 0 sucesso da aplicacdo da atividads de efetiva-la. Também, ocorreu a
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possibilidade de interdisciplinaridade com Artéssa, que ja se encontra em processo, no qual
esta sendo organizada uma exposicao a ser reatiasgkrola com os fractais produzidos
relacionado com a sobreposigéo de cores.
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Figura 12.Constru¢des para a exposi¢ao.
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