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Resumo

Esta pesquisa objetivou estudar algumas proprisdgemmeétricas da curva plana
denominada cicloide utilizando o software GeoGebrao recurso computacional
auxiliar. A partir de sua construcéo, pode-se iiMainente elaborar algumas
conjecturas sobre suas caracteristicas geométiicssntido de procurar formalizar
suas equacdes parameétricas. Como referencialdedtitzaram-se conceitos
ligados ao uso da intuicdo e do rigor destacaridgartancia da elaboracao de
conjecturas e hipéteses no processo de ensinaeledigagem da Matematica.
Sobre os procedimentos metodolégicos, ressaltaise do GeoGebra que propiciou
explorar algumas ideias intuitivas sobre o objet@studo em questdo bem como
validar e formalizar as conjecturas elaboradas.

Palavras chavecicloide, curvas planas, intuicdo, GeoGebra, efgmparamétricas.

Introducéo

A Educagédo Mateméatica vem apresentando em suasrdde modalidades, quer seja na
Educacéo Infantil, Ensino Fundamental, Médio oueSiop um nimero significativo cada vez
maior de pesquisas sobre o ensino e a aprendizégeonceitos matematicos abordados em
todos esses ciclos como, por exemplo, a constrdggeonjuntos numericos, com génese nas
séries iniciais no estudo dos numeros naturaigenqUEnsino Superior, num curso de Calculo
Diferencial e Integral ou Analise Real, esses cbogsao retomados e estudados com um rigor
e formalismo maiores.

Além desses conceitos com tais caracteristicasnalgpicos mateméaticos envolvem
diversas areas do conhecimento, o que se podé mdiera abordagem desses conteidos em sala

! Esta pesquisa contou com a participacdo dos atim&nsino Médio do Colégio S&o Marcos — Mogi
das Cruzes que integram o Nucleo de Pesquisasei&ié Pesquisa
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de aula possibilitaromover uma interdisciplinaridade enelas O estudcdesses objetos
matematicos se torna, com isso, uma valiosa expEgi®o ambito do ensino e aprendizager
Matemaética.

Dentre alguns temas, o estudo das curvas planasxemplo, pode englobar algt
elementos que se intezlacionam, tis como:

* 0 movimento de um ponto no plano que gera uma auivzando conceitos d
Cinematica e Dindmica em Fisi

» 0 estudo deontexto historico que envolve a génese e o desemento do objetc
matematico de estudo;

« 0 envolvimentale diversas areaia Matematica como Geometidana, Analitica «
Trigonometria, dentre outr:

Esse tema pode ser abordado, de um modo geraljyvarsos niveis de ensino, quer ¢
Médio ou SuperiomNo caso especifico do Ensino Médio, por exeno estudcda curva
denominadaicloide apreseni todosesses elementos descritos. A cicloide é uma cuavea
gerada pelo movimento de um ponto localizado emeairnanferéncia que gira sobre uma |
sem escorregar, conforme a figura a se

Figura 1 A Cicloide.

O estudalessa curva sucinta, além da utilizacdo de corscédgdvecanica, Geometrie
Algebra, o uso de um recurso computacional paralaina questdo do movimento, sendo q
objeto de estudo é tratado de um ponto de vistafdico” e ndo “estaticc Dentre os softwares
com tais propriedades GeoGebr se constitui de um recurso computacional que p
algumas caracteristicas essenciais que podemaundliensino e aprendizagem de alc
conceitos matematicos.

O GeoGebra permitambém o estudo dos obje matematicos procurando explora
raciocinio intuitivo dos alunos por meio da elalgade conjecturas e hipoteses de n
interativo e dindmicgpromovend uma interrelagdo entre as representacdes algébrica, ge
geométrica do objeto matemati

Com relacéo ao papel do uso do raciocinio intuito filésofo e matemético Jes Henri
Poincaré (1854:912) defendia a intuicdo como uma ideia ou inetgméo antecipada daqu
que se esta procurando, constitu-se de um sentimento que podg# gelar hipoteses.

2 www.geogebra.org
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O autor aborda em suas obras c@@iéncia e a Hipotes@984) eO Valor da Ciéncia
(1905) alguns temas que discutem o papel da itudzilogica e da hipétese na construcdo do
pensamento cientifico, criticando a ciéncia condalgiomo absoluta e inquestionavel e
destacando a importancia da intuicdo e da légisaenprocesso de construcao.

Em sua obra A Ciéncia e a Hipétese (1984), por gl@m autor procura trazer a tona a
analise dos principais aspectos para se consideraiciéncia valida apenas se for passivel de
experimentacao.

Poincaré (1995) defendia a intuicdo como papefrakena questdo da criatividade e a
invencgdo. A intuicdo, segundo o autor, € uma famédlo espirito, cuja funcdo é essencialmente
heuristica, pois para o0 mesmo, é pela intuicdcguiescobre e se inventa, mas é pela légica que
se justifica.

Apropriando-se dessas ideias relacionadas a immbatéda exploracdo de hipdtese e
conjecturas na construcdo do conhecimento, edsahravisou estudar algumas propriedades
geométricas da curva cicloide utilizando o softwae®Gebra procurando a partir de algumas
hipéteses e ideias elaboradas intuitivamente désdacalgébrica e geometricamente. Tal
pesquisa em sua elaboracdo contou com a partiopgdalunos do Ensino Médio do Colégio
S&o Marcos que integram o Nucleo de Pesquisas @nti@s, com sede no proprio colégio,
destinado ao estudo de topicos especiais da Matentétim vistas a difusao cultural.

Apbs o estudo das propriedades da cicloide utitieanGeoGebra, realizou-se um
experimento pratico de aplicacdo baseado no pra@bteEnbraquistécrona (uma cicloide
invertida) utilizando-se como simulador o mesmaireg computacional. Todavia, antecedendo
tal estudo, apresentaremos um breve contexto isist@acionado a génese do objeto
matematico em questao.

Contexto Histoérico

A cicloide foi estudada pela primeira vez por CaauBovelles (1479 — 1566), que num
trabalho de geometria publicado em Paris, em 1&®ieferiu a essa curva relacionando-a com o
problema da quadratura do circulo. Os primeirasdest rigorosos que se tem conhecimento sédo
creditados a Giles Person de Roberval (1602 — 167&n denominou de trochdéide (roda, em
grego). Blaise Pascal (1623 — 1662) passou a cleadgroulette e Galileu Galilei (1564 —

1642) estudou-a tendo inclusive chamado a mesmgldele e provou pesando modelos de
papel que a area sob a curva € igual a trés vemes alo circulo gerador. Utilizando o método
dos indivisiveis, esse resultado foi provado past@ente por seu discipulo Marco Evangelista
Torricelli (1608 — 1647), sendo acusado de plagioRoberval; fato que pode ter sido a razdo da
morte prematura de Torricelli.

Vincenzo Viviani (1622 — 1703) calculou a reta tamig a cicloide, resultado que René
Descartes (1596 — 1650) e Pierre de Fermat (18Bb5) também alcancaram.

Sobre o comprimento de um arco de cicloide, destamos trabalhos de Christopher
Wren (1632-1723) um famoso arquiteto inglés quégepsa 51 igrejas em Londres, incluindo a
Catedral de Sao Paulo e os de Roberval, que paquweo comprimento desse arco € igual a oito
vezes o raio do circulo gerador.

Christian Huygens (1629-1695) mostrou, por voltd 8é3, que o tempo gasto por uma
particula para chegar a um nivel inferior, partiddaepouso e deslizando, sem atrito, sob a acao

Comunicaca XIV CIAEMIACME, Chiapas, Méxic2015
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da gravidade é um arco invertido de cicloide, iratele do ponto de partida (tautocronisn
Esse resultado o levou a construir o relégio delpién cuja extremidac superior oscila entr
dois ramos de uma cicloide, o que faz com que iogeiseja sempre 0 mesmo, independen
amplitude das oscilacdes.

Algum tempo depois, a cicloide apareceria comocsmuwle outro importante problema
ciéncia do final do séculdVIl, conhecido como braquistécrona ou do tempoimin Em 169¢
Johann Bernoulli langou esse problema como deaafianatematicos rActa Eruditorun da
seguinte maneira: suponha que dois pregos sejatelathrs ao acaso em uma parede (né
mesma vertidy, e que o prego superior seja conectado ao orfpar um arame flexivel r
forma de uma curva lisa. Qual a forma do arameuab @mna particula deslizara (sem atrito)
a influéncia da gravidade, para passar do pregerisu@o inferior no menor tepo possivel?

De imediato a questdo despertou um grande inteedsg® foi resolvida por Isaac Newt
(164241727), por Gottfried Wilhelm Leibniz (16-1716), por Jakob Bernoulli (16-1705),
irm&o mais velho de Johann e por ele préprio. Eatmso é qu na sua solu¢cdo Johann u
uma analogia com a refracéo da luz, demonstraratagrengenhosidade ao relacionar te
gue aparentemente eram bem distintos. O problerbeadaistocrona foi marcante porc
apontou uma linha de pesquisa importantissima, ada de calculo das variagbes e que tral
estudo de funcionais ou de fun¢gfes que dependemtdes funcdes ou curv

Fundamentacéo Teorica

A cicloide é uma curva obtida como trajetoria depontoP(X, y)localizado num:
circunferéncia de raioquegira sobre o eixo Ox sem escorre

Para obter suas equacgdes paramétricasC o centro da circunferéncia e suponha g
mesma girowWradianos, sendo que p:d= 0 o pontoP coincide com o pontO, conforme a
figura a seguir:

P,

|
|
|
]
1
o] «x B

Figura 2.Equacgdes parameétricas da ciclc.
Sendo assim, temos q
|OB| = med(é?’) =10
O centro do circulo tera coordenaC = (r6,r)
Com isso, as coordenadas do ponto P <
x = |OB| — |PQ| = r® — rsenb = r(6 — senb)
y = |BC| — |BQ| = r — rcos® = r(1 — cosb)
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Portanto, as equacdes parameétricas da cicloide dadis por:
_(x(8) =1(8 — senb)
c(6) = {y(&) =1r(1 — cosh)

Cabe ressaltar que essa equacéao foi deduzid® paa < ”/2 e que as equacdes de)c(
sdo validas para outros valorestde

comO O R.

Procedimentos Metodolégicos — O estudo da Cicloide

Como procedimentos metodolégicos foi realizadoafeente um estudo da cicloide
utilizando-se o software GeoGebra de uma manduéiua objetivando estabelecer algumas
conjecturas para se deduzir suas equacdes parcaséf) = (x(t),y(t)). Cabe ressaltar que
€ possivel obter a equacao cartesiana da cun@nmmesma é relativamente complicada, o
gue torna mais simples e conveniente utilizar agges paramétricas.

O GeoGebra é um software livre de Geometria Dinamie apresenta uma interface entre
Geometria e Algebra e possui a vantagem de dispoitaneamente de diferentes
representacdes do mesmo objeto matematico, serdesgas representacées podem ser
simultaneamente manipuladas.

Com relacdo ao estudo da cicloide utilizando o Gd#w& os alunos podem inicialmente
de maneira intuitiva conjecturar a seguinte idedmo a cicloide € obtida pelo movimento de
um pontoP sobre uma circunferéncia de cer@re raior, quanto esta gira sobre uma reta sem
escorregar, podemos imaginar que a cada volta etangd pontd® a circunferéncia translada
uma distancia igual 2.

Além disso, pode-se questionar sobre algumas aguies geométricas referentes a forma
dessa curva como, por exemplo, se a mesma € peri|n caso afirmativo, qual o seu
periodo), os pontos, caso existam, extremos rekffponto de maximo ou de minimo &ray)
e quais as alteracdes na curva ao variarmos @ daeircunferéncia geradora.

Para explorar essas ideias intuitivas utilizand@eoGebra, inicia-se o tracado da cicloide
com a criacdo de dois controles deslizantes: ogirinsera chamado dedestinado a medida do
raio da circunferéncia geradora variando no inter{@ 4] e o segundo denominado f@or
correspondente ao valor do comprimento de arcficegto dessa circunferéncia variando no
intervalo[0, 4rtr]. O valor4nr corresponde a duas vezes o comprimento da ciréntia
geradora. Os controles, por conveniéncia, ter&aresliniciais iguaisa =1 ea = 0.

A partir desses parametros criados constroi-seaimmianferéncia de cent® = (a,r) e
raior e um pontd® sobre a circunferéncia, localizado inicialmentengem (0,0) conforme a
figura a seguir:

Comunicaca XIV CIAEMIACME, Chiapas, Méxic2015
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€7 fig3-cicloide.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda

0 |5 ¥ =) ) P N Y o

.
==t &

+ Janela de Algebra X~ Janela de Visualizagéo ]
= Cénica L

s cixrH(y-1p=1 / r=1
= Nimero e —

7 a=0 4 a=0

@r=1
= Ponto

' A=(0,0)

5 c=(0,1)

5 P=(0,0)
= Angulo

L a=0° J

A
.

a=1

Entrada:

Figura 3 Construcédo da cicloide no GeoGebra.

Para obter a cicloide, devemos considerar que &mede a circunferéncia gira sobre o
eixo Ox, o ponto P descreve uma curva. Para visualizaittelcdo, no GeoGebra utiliza-se o
comandoAngulo com Amplitude Fixaendo que ao selecionarmos o ponto P, o pontor® ¢
vértice e a amplitude dada g4f;- habilitando a opcgdo sentido horéario, ao seleciasano

pontoP com a opg¢éao habilitar rastro e movimentando d&ede obtendo a cicloide conforme a
figura a seguir:

T fig3-cicloide.ggh ‘ = | ]
Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda Entrar _
B REPEEEENTEE =
» Janela de Algebra (3 |~ Janela de Visualizagdo &
= Conica [ — |7
2 c:(x-1257p+(y. =1
= Nimero ————
s a=1257 S
@ r=1 4 =
= Ponto
=0 A=(12.57,0)
-0 C=(1257,1) .
2 P=(1257,0)
= Angulo
-0 g=0°
z 4
€
1 L]
5 2 G-
1 0 1 2 3 4 7 8 9 10 1 8 op 13
-1
[ y |
Entrada: (1]

Figura 4. Cicloide obtida no GeoGebra.

Observa-se que a cicloide possui periodo igkadra pois a circunferéncia geradora foi
retificada duas voltas completalst(), conforme selecionado no cursor deslizanteque os
valores minimo e maximo dgt) sdo dados, respectivamente, pet 0 ey = 2r. Esses
resultados podem ser inferidos mesmo alterandova¢éoodo raia da circunferéncia geradora.

Comunicaca
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Apés algumas conjecturas serem validadas por n@emahipulacdo dos controles
deslizantes, a formalizac&o do estudo da cicloutte ger feita demonstrando-se suas equacoes
paramétricax (t) ey(t) que a descrevem algebricamente.

Para isso, deve-se comentar com 0s alunos queagdmda cicloide pode ser obtida de
uma maneira mais simplificada por meio de suasgsaparamétricas, sendo que as
coordenadas (x, y) de um porala cicloide serdo dadas em funcéo do an@ulescrito pelo
pontoP na circunferéncia. Utilizando-se desses argumedtomaneira analoga aquela descrita
na fundamentacéo tedrica, obtém-se:

_(x(@) =1(0 — senb)

c®) = {y(e) =1r(1 — cosh)

No GeoGebra essas equacdes podem ser inseridasidando-se, por conveniéncia, 0
angulof como parametroe criando-se um controle deslizante denomirrgolra o raio da

circunferéncia geradordlo campo de entrada, inserindopge) = r(t — sent) eq(t) =r(1 —

cost) e utilizando-se o comandzurva [p(t), q(t), t, O, 4r], sendor o raio da circunferéncia,
teremos a cicloide gerada conforme a figura a segui

comb O R.

> figa-cicloide.agb [ [ ]
Arquivo Editar Exibir Op¢bes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
el Al Tl s . ) B
DEEFEDEEHNETE R ae
» Janela deAIgebra & | - Janela de Visualizacdo &3]
= Curva Paramétrica L&
x = p(t p=
= r(t) ‘ <t<£1257
y=a(t) | -
R a=0
= Conica 4
3 kixt+(y-1)72=1
= Fungdo
o p(t) =1 (t—sen(t)) 5
o q(t) = 1 (1 —cos(t))
= Namero
2 a=0
Jr=1 4
= Ponto K
-0 A=(0,0) o
“e c=(0,1) 1
3 P=(0,0)
= Angulo
) a=0°
1 =1k 3 4 5 6 7 B 9 1a " 12
-1
el m b |
Entrada R

Figura 5 Equac8es paramétricas da cicloide.

Além da construcao da cicloide por meio de suaa@ips parameétricas, pode-se comentar
com os alunos que a mesma pode ser obtida do gentista de um lugar geométrico, com
relacdo ao pontB e 0 parametra. Para isso, utilizamos o comando do GeoGebra dieadim
Lugar Geométricalo pontoP em relagédo ao parameto

As equacgOes paramétrica@) ey(t) obtidas podem ainda ser estudadas algebricamente
para se validar algumas conjecturas. Na equa@jo= r(t — sent), com t{] R pode-se
discutir, por exemplo, que(t) = 0 é valida se, e somente se; sent = 0, 0 que implica
sent =t e isso sO ocorre quande= 0 conforme ser observado na cicloide gerada.

Comunicaca XIV CIAEMIACME, Chiapas, Méxic2015
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Pode-se discutir também a respeito da existéncieldo maximo para(t), pois como
sent varia no intervald—1, 1], como t0 R, o valor det — sent varia no intervaldt — 1,t +
1. Sendo assim, conclui-se gug&) ndo admite valor maximo.

Para a equacaa(t) = r(1 — cost), comocost varia no intervalp-1, 1]
consequentemente o valoryig) varia no intervald0, 2r] pois para = 7 +
2km (k € Z), teremoscost = —1 e, portantoy = 2r (valor maximo) e para=
2kn (k € Z), teremoscost = 1 e, portantoy = 0 (valor minimo) conforme observou-se na
conjecturou-se sobre a forma da cicloide.

Com relacdo as propriedades da cicloide obsenramlasntexto histérico, como por
exemplo, o calculo da rea e comprimento de aedi® pessaltar que ambas podem ser obtidas
no GeoGebra, entretanto sua demonstracao formaldog@scopo dos assuntos abordados no
Ensino Médio, pois envolvem conceitos tratados nurso de Célculo Diferencial e Integral no
Ensino Superior, por exemplo.

Aplicacdo: Experimento prético

Apbs obter as equagfes paramétricas da cicloide-p@@fetuar um experimento préatico
ligado ao problema de se obter uma curva ao loagyud! uma particula, sob a influéncia da
gravidade, deslizarad no tempo mais curto. Confdoneescrito no contexto historico,
constatou-se que tal curva é chamada de braqustajue corresponde a uma cicloide
invertida.

Para comprovar tal descoberta, inicialmente realsmuma simulagéo utilizando o
GeoGebra onde foram construidas geometricamesteaim@as com os seguintes formatos:
plano inclinado, arco de parabola e braquistécramdgas com o mesmo desnivel de altura e
com o mesmo ponto inicial e final. Foram inseridascada rampa, respectivamente, trés pontos
A, B e C que representavam as trés esferas abatakymaspectivamente, no plano inclinado,
arco de parabola e braquistdcrona.

Utilizando o comand@nimar,os trés pontos ao serem movimentados, deslizarara as
rampas construidas e constatou-se que o pontcalizkmo na braquistécrona é o primeiro a
atingir o ponto de chegada, conforme a figura aiseg

€7 dicloide-saomarcos.ggh = | B
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
NEDEOPENSED =

» Janela de Algebra [ » Janela de Visualizagao ]
= Curva Paramétrica z
; e x=a(t) | t=314
> BRAQUISTOCRONA : 0<t<w —_——
y=—b(t) | PLANO
x=c(®) e
0<t<7.85 BRAQUISTOCRONA

5 PARABOLA :
y=—h()

L= (i
5 PLANO : P O<t<7.85
y=d(t) |
= Fungéo
a(t) = 2.5t — 2.5 sen(t)
b(t) = 2.5 —2.5 cos(t)
Je(t) =t
5
rd(t) = — 5ot
h(t) = —0.08 2+ 1.27¢
= Numero
5 t=344
= Ponto
2 A=(3.14,-2)
5 B=(3.14,-3.2)
5 C=(7.85,-5)

Entrada: <]

Figura 6. Simulacéo do experimento no GeoGebra

Comunicaca XIV CIAEMIACME, Chiapas, Méxic2015



O estudo da cicloide utilizando o software GeoGebra 9

Para o experimento pratico, utilizando-se matesggples como placas de madeira,
parafusos para fixacdo e esferas de aco, elaberomsistema constituido por trés rampas cujas
formas correspondiam ao plano inclinado, arco déhuda e braquistocrona (cicloide invertida).

O objetivo desse experimento procurou mostrar quebandonarmos trés esferas de aco
idénticas simultaneamente do mesmo ponto de paaideaquistocrona € aquela que permite a
descida no menor tempo possivel, conforme figuwegair:

Figura 7. Experimento pratico

Com isso, além do estudo tedrico ligado ao objetitematico esse experimento permitiu
diagnosticar uma importante aplicacdo da cicloidekendo tempo minimo de descida de
objetos e que pode ser usada, por exemplo, dareg@istde pistas de skate, ou em alguma
situacdo que necessite de tal caracteristica.

Considerac0es finais

Esse trabalho procurou mostrar por meio de um ekeragstudo da curva cicloide,
possibilidades e uma proposta de abordagem depiootdatematico abordado no Ensino
Médio com vistas a interdisciplinaridade de diversonceitos e areas envolvidas, evidenciando
a importancia do uso de um recurso computacionahsmo e aprendizagem da Matematica.

Ao realizar o estudo da cicloide procuramos desi@geesquisa sobre o contexto historico
ligado a génese e ao desenvolvimento do objetonndditd, a questdo do ponto de vista
dindmico envolvendo a construgdo da curva e osettmscmatematicos que podem ser
explorados como geometria plana, analitica bem agwuns topicos envolvendo trigopnometria.

Além disso, a abordagem em sala de aula desse@g®umite ao professor a realizacao
de um experimento pratico, o que torna em grandbdaeim atrativo por parte dos alunos no
estudo do objeto matematico.

Em todas as etapas envolvidas, 0 GeoGebra exem@apel imprescindivel, pois além de
se constituir como um recurso computacional auxi@ensino e aprendizagem, o0 mesmo
permite ao aluno explorar, intuir, conjecturaremagir com o objeto matematico de estudo de
modo dinamico, além de auxiliar na validacdo dpéteses e conjecturas formuladas pelos
estudantes bem como os resultados encontradositextmhistérico. O GeoGebra também se
tornou extremamente Util na simulacédo do experimegdlizado sobre a braquistécrona
demonstrando sua grande gama de recursos, o godeanferir sua significativa contribuicéo
na construcdo do conhecimento cientifico.
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