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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo estabelecer um referencial tedrico que
possibilite entender o raciocinio matematico, a natureza da demonstracdo matematica
e 0s processos envolvidos para construi-la, tomando por base, inicialmente, as
pesquisas de Nickerson (2010), que abordam esses trés temas que se agrupam e se
inter-relacionam. Além das indagacdes de Nickerson, para possibilitar uma melhor
compreensdo dos aspectos inerentes aos métodos de demonstracdo, optamos por uma
orientacdo histdrica, filos6fica e matematica com o intuito de que possamos ter uma
reflexdo aprofundada sobre aquelas trés questbes ao respondermos algumas
perguntas, numa perspectiva epistemoldgica e ontoldgica, presente no processo de
demonstragdo. Com isso, buscaremos em uma segunda etapa desta pesquisa, elaborar
um panorama conceitual que aborde as concepcdes sobre demonstracdo em
Matematica considerando as varias correntes da Filosofia da Matematica para, por
fim, investigar as concepc¢des dos alunos de um curso de graduacdo em Matematica
sobre demonstragéo.

Palavras chave: Demonstracdo; Filosofia da Matematica; Historia da Matematica;
Fundamentos da Matematica.

Introducéo

As primeiras experiéncias em formar um gquadro ou esquema argumentativo, iniciam-se em
nossa infancia, quando tentamos persuadir ou convencer 0s nossos pais ou irméos de algo que
gueremos conseguir. E, posteriormente, em varios estagios (primeiro e segundo ciclos do Ensino

Fundamental, Médio e Superior) de nossa formacao educacional, somos estimulados e orientados
— pelas varias disciplinas das diferentes areas — a argumentar de forma coerente diante de uma

situacdo problema gque envolve os conteudos dessas disciplinas.
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Esse processo argumentativo fica evidente na area de exatas, em especial, na disciplina de
Matematica. De fato, as primeiras no¢des de argumentacdo matematica surgem quando
aprendemos aritmética, geometria e algebra elementar nos anos iniciais de nossa formacao. E,
em particular, no Ensino Médio, quando em alguns momentos, o professor demonstra alguns
resultados relacionados ao conteddo matematico ministrado nesse nivel.

Em virtude dessa experiéncia, ficamos com a impressdo que, em Matematica, os resultados
(proposigdes) devem ser demonstrados para que tenhamos a certeza de sua validade. J4 em
outros ramos do conhecimento, essa verdade tem certa subjetividade que, algumas vezes,
depende de um contexto ou experiéncia, mas que pode ser contestada numa outra situagao ou por
meio de um novo experimento.

Ainda assim, podemos considerar que esses “momentos” de contato com procedimentos e
métodos em demonstracao sdo raros durante nossa formacao. E mesmo alguns dos alunos que
ingressam na universidade para cursar uma Licenciatura em Matematica, durante sua formacao
profissional, ndo tém disciplinas (por exemplo, Introducéo a Légica, que também buscasse
discutir os métodos e procedimentos utilizados nas demonstracGes em Matematica e Filosofia da
Matematica e que discutisse também os aspectos historicos e filoséficos presentes nesses
métodos de demonstracao) que contribuam para que tenham um conhecimento necessario de
métodos de demonstracdo para um aprofundamento dos conteidos que fazem parte das
disciplinas (Elementos de Aritmética Elementar, Geometria Euclidiana, Algebra e Algebra
Linear, Calculo Diferencial e Integral, Analise Real, Teoria Elementar dos Nimeros, etc.) que
compdem um curso de Licenciatura ou Bacharelado em Matematica.

Sobre questdes epistemolodgicas e ontoldgicas no processo de demonstracgéo

Para Nickerson (2010), se quisermos compreender o raciocinio matematico de uma forma
global, temos de entender, pelo menos da perspectiva de nossa cultura e de nosso tempo, sobre o
raciocinio matematico, a natureza da demonstracdo matematica e os processos envolvidos em
sua construcdo. Diante desses pressupostos, Nickerson estabelece e discute, ndo nesta ordem,
algumas questdes que respondidas poderdo orientar e explicitar a primeira indagacao e promover
um conhecimento aprofundado sobre a segunda e a terceira inquiricdo. As questdes séo: Onde e
quando surgiu a ideia de uma demonstracdo? O que constitui uma demonstracdo? O que 0s
matematicos querem dizer quando usam o termo demonstracdo? Como as demonstracdes sao
construidas? Como se pode ter certeza de que uma demonstracéo proposta € valida? Quem é
qualificado para julgar a validade de uma demonstragao?

A primeira pergunta: Onde e quando surgiu a ideia de uma demonstracédo?

Esta questdo pode ser respondida de maneira laconica, isto €, que sua origem e local de
nascimento sdo obscuros, visto que ha poucas evidéncias histdricas para respondé-la. Porém,
pode-se formular outra resposta, ao rememorar historicamente as conquistas matematicas
realizadas pelas antigas civilizagdes (egipcia, babil6nica, chinesa e indiana) em distintos
momentos histdricos. Diante disso, pode-se conjecturar que a origem e a nog¢ao de demonstracédo
surgiram com o desenvolvimento da Matematica dessas civilizacfes? Na verdade, Joseph
salienta que, houve por parte de alguns historiadores:

Um entusiasmo excessivo para tudo que é grego, decorrente da crenca de que muito do que é
desejavel e digno de ser imitado na civilizagdo Ocidental teve origem na Grécia antiga, levou a
uma reluténcia em permitir que outras civilizagOes antigas participassem do patrimdnio historico
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das descobertas em Matematica. A crenga em um "milagre grego” e a maneira de atribuir
quaisquer descobertas significativas em Matematica por influéncias gregas fazem parte dessa
sindrome. E subjacente a essa visdo é a crenca de que a Matematica egipcia, mesopotamica
e grega era proveniente de trés diferentes tradi¢cbes matematicas (Joseph, 2011, p. 177-178).

Uma justificativa plausivel para a formacao dessa crenca e de uma ideologia que nao
permitisse que essas civilizagdes “participassem do patrimdnio histdrico das descobertas em
Matematica” pode ser a dominacao e subjugacdo de algumas nagdes europeias em territorio
africano e asiatico.

A maioria das histdrias de Matematica tiveram uma excessiva influéncia em obras posteriores
que foram escritas no século XIX e inicio do século XX. Durante esse periodo, dois
acontecimentos contrastantes ocorreram e tiveram um impacto sobre o contetdo e o equilibrio
desses livros, especialmente, produzidos na Inglaterra e nos Estados Unidos. Excitantes
descobertas de Matematica antiga em papiros no Egito e tabuletas de argila na Mesopotamia
empurram para tras as origens de registros matematicos escritos por pelo menos 1.500 anos. Mas,
uma influéncia muito mais forte e de compensag&o foi o culminar da dominag&o europeia na
forma de controle politico de vastas areas da Africa e da Asia. Externo a essa dominag&o surgiu a
ideologia da superioridade europeia que era permeada por uma ampla gama de atividades sociais
e econdmicas, com vestigios que podem ser encontrados na Historia da Ciéncia, que enfatizaram
0 papel Unico da Europa no fornecimento do solo e espirito para a descoberta cientifica. As
contribuigdes dos povos colonizados foram ignoradas ou desvalorizadas como parte da
justificativa para a subjugagdo e dominacéo. E o desenvolvimento de Matemaética anterior aos
gregos — especialmente no Egito e na Mesopotamia — sofreu um destino semelhante,

rejeitado como de pouca importancia para a histéria posterior do assunto (Joseph, 2011, p. 4).

Sem davida, recentes e aprofundadas pesquisas sobre a Matematica cultivada por esses
povos mostram um desenvolvimento consideravel de procedimentos, métodos e formulas
aproximadas e exatas no estudo da aritmética, geometria, algebra e astronomia.

Assim, em especial, sobre a Matematica egipcia, Gillings, afirma:

Os estudiosos da Historia e Filosofia da Ciéncia, do século XX, ao considerarem as contribuicoes
dos antigos egipcios, inclinam-se para uma atitude moderna de que um argumento ou
demonstracao I6gica deve ser simbdlica, se é para ser visto como rigoroso, e que um ou dois
exemplos especificos usando numeros selecionados ndo podem ser cientificamente consistentes.
Mas, isso nédo é verdade! Um argumento ndo simbdlico ou uma demonstracdo pode ser muito
rigoroso, quando administrado para um valor particular da variavel; as condigdes para o rigor sdo
que o valor particular da variavel deve ser tipico, e que uma generalizagdo adicional para
qualguer valor deve ser imediata. Em qualquer um dos tépicos mencionados neste livro, em que
o0 tratamento dos escribas segue tais linhas, ambos 0s requisitos estdo preenchidos, de forma que
o0s argumentos apresentados pelos escribas ja estdo rigorosos; as conclusdes das demonstragdes
nado sdo realmente necessarias, apenas confirmadas. O rigor estd implicito no método.

Nos temos de aceitar a circunstancia de que os egipcios ndo pensaram e raciocinaram como
fizeram os gregos. Se eles acharam algum método exato (pode ser que os tenham descoberto),
eles ndo se perguntaram por que ele funcionava. Eles ndo procuraram estabelecer sua verdade
universal por um argumento a priori simboélico, que mostraria evidente e logicamente seus
processos de pensamento. O que eles fizeram foi definir e explicar em uma sequéncia ordenada
0S passos necessarios para o procedimento adequado e, no final, eles adicionavam uma
verificagdo ou prova de que as etapas descritas, na verdade, levavam a uma solucéo correta do
problema. Esta foi a ciéncia como eles a conheciam, e ndo é adequado ou apropriado que no
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século XX comparemos criticamente o0s seus métodos com os dos gregos ou qualquer outra nacao
emergente posterior, que, por assim dizer, estava sobre os seus ombros. (Gillings, 1982, p. 233-
234)

Para respondermos completamente aquela primeira pergunta, e considerando a
configuracdo sistematica dedutiva que se apresenta nas demonstracdes em Matematica,
asseguramos que sua origem remonta & Grécia Antiga — em decorréncia de aspectos sociais,
politicos e culturais que foram concebidos democraticamente num ambiente que preconizava,
praticava e valorizava a forma de argumentacdo dialética em debates publicos. Conforme
assevera Ernest:

A demonstracdo matematica, certamente, na sua forma axiomatica, parece ter-se desenvolvido na
Grécia Classica. Cornford, Kolmogorov, Restivo, Struik e outros argumentaram que o surgimento
da demonstracdo em Matematica na Grécia Antiga refletia as circunstancias sociais, politicas e
culturais da época. Estas incluiram, especialmente, as formas democréticas de vida em que o
argumento dialético e o debate foram valorizados e amplamente praticados, juntamente com o
ceticismo e as especulagdes sobre hipdteses e ideias, e uma perspectiva idealista associada a uma
sociedade aristocratica escravocrata. Parece muito provavel que o surgimento da demonstracao
matematica na Grécia Antiga, nas areas de Matematica, Filosofia e Logica, foi em grande parte
decorrente dessas difundidas préaticas culturais centrais da contestacéo e do raciocinio dialético,
gue foram fundamentais as suas instituicdes democréaticas publicas (Ernest, 2003, p. 40).

Neste contexto, podemos afirmar que a formulacéo da parte tedrica contida na Matematica
teve sua origem nas escolas cientificas e filosoficas (jonica, pitagorica, eleata, socratica,
platdnica e aristotélica) da Antiga Grécia. De tal modo, os filésofos-gebmetras gregos, ao
proporem as primeiras teorias matematicas que foram abstraidas de problemas concretos,
proporcionaram os requisitos imprescindiveis e aceitaveis para o reconhecimento de autonomia,
especificidade, organizacdo, sistematizacdo e generalizacdo do corpo de conhecimento da
Matematica grega. Assim, essa caracteristica presente na formulagéo hipotético-dedutiva
daquelas teorias conduziram esses gedmetras a propensao de sistematizar os conhecimentos
matematicos, adquiridos pelos varios processos de raciocinio, com o intuito de apresentar de
maneira ldgica seus fundamentos. Essa metodologia foi estruturada e organizada pelas ideias
filosoficas de Aristdteles que propunha os principios de construcdo dessa ciéncia dedutiva. Esse
procedimento axiomatico atingira seu patamar, indiscutivelmente, na obra Os Elementos de
Euclides. Nesta perspectiva, apreciamos as consideracdes sobre a demonstracdo na Matematica
grega do historiador Szabd:

1. A diferenca notavel entre a Matematica grega e a ciéncia do Oriente Antigo consiste no fato
que 0s gregos demonstravam proposi¢des matematicas, ao passo que ndo ha questao alguma
de demonstracdo em textos de Matematica dos povos pré-helénicos.

2. A demonstragdo primitiva consistia nos gregos na agdo de fazer ver concretamente. Isto é
evidente com base no termo que se designa ao ato de demonstrar, o exemplo em Ménon e,
finalmente, no préprio texto das demonstragdes euclidianas (especialmente, em proposicdes
geométricas).

3. A Matemaética grega era desde a época pré-euclidiana um espago de notavel revolugdo. O ato
de mostrar concretamente cessou de servir como demonstragdo e se procurou “mostrar” a
exatidao das afirmagfes matematicas de outra maneira. Eu acredito que a maneira mais
precisa para caracterizar essa transformacao é observar, como resultado de nossas analises
anteriores, uma tendéncia exatamente oposta aos processos empiricos e a intuicao. (Szabo,
1977, p. 212-213)
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Para concluir, no decorrer da Histéria da Matematica, pode-se afirmar que, em geral, ndo
se descobrem proposi¢Ges matematicas simplesmente utilizando um procedimento puramente
axiomatico, ou seja, a demonstragdo matematica ndo pode ser concebida como algo pronto e
acabado, porque em sua composicdo estdo presentes 0s varios processos heuristicos
argumentativos (intuicdo, analogia, inducéo, andlise, sintese, refutacdo, deducéo, etc.) que
contribuem para que se tenha ao final desse processo ciclico ndo sequencial uma construcdo de
uma demonstragdo organizada, l6gica e rigorosa.

A segunda pergunta: O que constitui uma demonstracdo?

Consoante Nickerson (2010), as demonstracGes matematicas sao relativas de varias formas.
Em primeiro lugar, qualquer demonstracdo matematica existe dentro de algum sistema
axiomatico especifico, ja que a verdade que ela estabelece é relativa aos axiomas desse sistema.
Isto quer dizer, que a demonstracdo de uma proposi¢cdo ou teorema estabelece apenas sua
veracidade, uma vez que os axiomas do sistema sdo selecionados, organizados e mantidos para
serem verdadeiros.

Em segundo lugar, a Historia da Mateméatica mostra uma gama de exemplos de
demonstracdes que no transcorrer do desenvolvimento da Matematica, ap6s um periodo de
repouso, hum tempo consideravel, se mostraram insuficientes para uma geracdo ou varias
geracdes posteriores. Alguns desses exemplos classicos, conforme Eves, em especial, encontram-
se nos Elementos de Euclides.

Seria realmente muito surpreendente se Os Elementos de Euclides, sendo uma tentativa precoce e
colossal do método postulacional de apresentacao, estivesse livre de falhas légicas. Portanto, nao
é descrédito para a obra que as investigaces criticas tenham revelado varios defeitos em sua
estrutura légica. Provavelmente, os mais graves desses defeitos séo certas suposi¢des tacitas que
sdo empregadas nas deducBes; mas, que ndo sdo corroboradas pelos postulados e os axiomas
presentes naquela obra (Eves, 1972, p. 320).

De fato, no livro I, na proposicdo 1 — Construir um triangulo equilatero sobre a reta
limitada dada. Para a demonstra¢do, Euclides, utiliza nesta ordem: hipétese, postulado 3,
postulado 3, postulado 1, definicdo 15, definicdo 15, axioma 1 e definicdo 20. Mas ndo ha
postulado algum nos principios de Os Elementos que garanta explicitamente que duas
circunferéncias intersectem-se em um ponto ou que uma circunferéncia intersecta-se com uma
reta em um ponto. Tal fato implica a continuidade das circunferéncias e da reta. Assim, para
garantir que haja esses pontos de intersecc@es, necessita-se da inclusdo de postulados de
continuidade (axioma da medida ou axioma de Arquimedes e 0 axioma linear da
completabilidade ou de axioma de Cantor).

Em terceiro lugar, mesmo as demonstracfes que sdo declaradas perfeitas diferem
consideravelmente na sua capacidade de convencer, ja que existem muitos teoremas (o teorema
de Pitagoras, irracionalidade da V2, a infinidade dos niimeros primos, teorema fundamental da
aritmética, da algebra, do célculo, da algebra linear, de homomorfismo, da teoria de Galois,
teorema da funcéo inversa, teorema de Stokes, teorema de Cantor, teorema da incompletude de
Gdodel, teorema de Lindermann-Weierstrass, teorema Fermat-Euler, lema de Zorn, lema Hopf,
lema de Riesz, lema Poincaré, lema de Eudoxo-Arquimedes, desigualdade de Cauchy-Schwarz,
etc.) que foram demonstrados de varias maneiras diferentes.
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Em quarto lugar, quando se consideram perfeitas as demonstracdes, elas variam também
em sua simplicidade (beleza, elegancia e atrativas para 0s matematicos). As demonstracdes
deselegantes, complexas e feias, permanecem como desafios para que os matematicos encontrem
maneiras de deixa-las esteticamente melhores.

Em quinto lugar, o conceito de demonstracao evolui e assinala que as mudancas na ideia
do que constitui uma demonstragéo rigorosa tém gerado revolucdes na Matematica. Por exemplo,
a fundamentacdo axiomatica: da geometria euclidiana, das geometrias ndo euclidianas, da logica
formal e teoria dos conjuntos, da algebra, da algebra comutativa, da algebra ndo comutativa, da
algebra associativa ndo comutativa, da algebra ndo associativa, da algebra homoldgica, dos
grupos de Lie, da analise matematica real e complexa, da analise harmdnica comutativa, da
topologia geral, da topologia algébrica e diferencial, da geometria diferencial, das geometrias
algébricas, das categorias e functores, dos espacos funcionais e operadores, das equacdes
diferenciais e das equacdes diferenciais parciais, teoria dos niumeros, etc.

Em sexto lugar, mesmo considerando periodos historicos da Matematica, o conceito de
demonstracdo pode ter conotagdes dispares em contextos diferentes.

Finalmente, mesmo entre os matematicos que concordam com as regras (estabelecidas pela
comunidade matematica) que caracterizam uma demonstracdo, surgem controvérsias sobre a
validade das demonstrac@es especificas. No entanto, por meio de anuéncias, 0s matematicos (em
suas varias especialidades) concordam de forma relativamente rapida quanto ao merito da
maioria das demonstracfes propostas que surgem no ambiente da comunidade (conferéncias,
congressos, coléquios, simposios, revistas e periddicos especializados nos varios ramos da
Matematica); porém, as vezes, ainda que haja um consenso entre 0s matematicos quanto a
adequacdo de uma demonstracdo complicada de algum teorema, pode levar um periodo extenso
até sua completa estruturacdo (organizada, légica e rigorosa) e validagdo pela comunidade
matematica mediante a critica e a arbitragem.

A terceira pergunta: O que os matematicos querem dizer quando usam o termo
demonstracdo?

Segundo Rossi (2006), em seu trabalho diario, 0 matematico pode se utilizar do raciocinio
indutivo para elaborar as suas hipdteses matematicas, porém ndo é esse procedimento que ele
emprega para demonstrar essas suposi¢des, visto que, o método de raciocinio indutivo ndo
garante a veracidade de sua conjectura. Assim, para 0 matematico demonstrar suas proposicaes,
ele utiliza 0 método de raciocinio dedutivo, num esquema estabelecido por estrutura axiomatica
incorporada a Matematica que comega com um conjunto de axiomas e defini¢cGes que séo
explicitamente declarados e, em seguida, com base nesses axiomas e defini¢fes, 0s matematicos
fazem conjecturas (proposicdes ou teoremas) que podem ser demonstradas utilizando uma
sequéncia de argumentos l6gicos viabilizados pelas regras da Logica que fornece, de modo
convincente, a veracidade do resultado.

A quarta e quinta perguntas: Como as demonstracdes sdo construidas? Como se pode ter
certeza de que uma demonstracao proposta é valida?

Para responder as interrogac6es formuladas acima, necessita-se recorrer a Filosofia da
Matematica e & Logica Matemaética, as quais serdo importantes para que se estabelecam
consideracGes consistentes com relacdo aos aspectos da demonstracdo. Neste enfoque, a
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Filosofia da Matemaética busca explicitar aspectos intrinsecos relacionados & demonstracdo
matematica e as diversas correntes filoséficas procuram mostrar, dentre os diferentes enfoques
epistemoldgicos e ontoldgicos, que as varias demonstracdes que se apresentam nos multiplos
ramos da Matematica sdo capazes de fornecer um conhecimento global dessa ciéncia. Por outro
lado, em conjunto, a Logica Matemética tem contribuido ao abordar esse tema, pois estuda e
fornece explicacdes racionais de padrdes axiomaticos utilizados pelos matematicos na construcéo
de uma teoria e, em especial, em formalizar e avaliar por meio de regras de inferéncias quando
demonstragdes em Matematica podem ser construidas e consideradas validas no interior dessa
area.

Nesta perspectiva, a construcao de uma teoria matematica inicia-se com o estabelecimento
de um sistema axiomatico que comporta em sua constituicdo alguns elementos fundamentais:
uma linguagem subjacente ao sistema axiomatico; um sistema l6gico; um vocabulario de
palavras ndo definidas; um conjunto de proposi¢oes (axiomas) referente as palavras ndo
definidas; e um conjunto de defini¢cdes derivadas desse conjunto de palavras nao definidas e
desse conjunto de axiomas.

Assim, conforme Shoenfield (1967), em sistemas formais, a Logica Matematica € a
estrutura sobre a qual as demonstragdes rigorosas sao edificadas. Convém salientar que, externo
a &rea da Logica Matematica, os varios procedimentos utilizados nas demonstracdes em
Matematica quase nunca envolvem uma ldgica formal. Porém, os operadores l6gicos basicos
(conjuncao, disjungéo e negagéo), as combinacdes primordiais que formam as tautologias e as
contradi¢bes, método de demonstracdo por contradicédo, declaracdes logicamente equivalentes,
declaracGes condicionais e as equivaléncias l6gicas constituidas com outras declaracdes,
declaragdes contrarias e contrapositivas e as combinacdes de sentencas declarativas condicionais
estabelecem mediante a Légica os métodos direto, contrapositivo e indireto com intuito de
apresentar uma estruturacdo correta e rigorosa na validacdo das demonstracdes em Matematica.
Deste modo, para maiores detalhes, veja o0 anexo.

A sexta pergunta: Quem é qualificado para julgar a validade de uma demonstracédo?

Ao se percorrer a Historia da Matemética, em diversos momentos, pode-se observar o
surgimento de comunidades matematicas inseridas em escolas filoséficas, academias antigas,
museu, escolas monasticas, escolas catedréaticas, escolas palatinas, universidades e academias de
ciéncias; de certo modo, essas comunidades matematicas foram responsaveis pelo
desenvolvimento e divulgacdo da Matematica e, também, em particular, a partir do século XI1X,
implicitamente, de definir, julgar e deliberar sobre a validade de uma demonstracdo. Conforme
Parshall:

A Matematica tem uma histéria com elementos do contingente e do transcendente. Ao longo do
século X1X, com o surgimento das nagdes, foi definida uma nova realidade geopolitica na
Europa; a competicdo entre as na¢des se manifestou na adogao consciente dos contingentes,
padroes culturais de nagOes vistas como as ‘mais fortes’. No caso de Matematica, esses padrdes
culturais conscientemente partilhados estavam centrados em ideais educacionais, no desejo de
construir comunidades profissionais viaveis e produtivas com meios eficazes de comunicacao e a
convicgdo crescente que a reputacdo pessoal e nacional fosse melhor estabelecida em um cenéario
internacional (Parshall em Robson & Stedall, 2009, p. 85).
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Outros aspectos importantes e presentes na formagéo da ciéncia Matemaética foram: a

estruturacdo, a organizacao e uma linguagem unica em nivel internacional professada pelas

vérias comunidades matematicas. Realmente, consoante Parshall:
Neste contexto, a Matematica também se tornou cada vez mais uma ‘linguagem falada’ ¢ um
esforgo desenvolvido em nivel internacional, isto €, entre os matematicos das diferentes nagdes.
Por exemplo, no final do século XIX e XX, um estilo italiano de geometria algébrica com seu
proprio método muito idiossincratico de formacédo de teorema e de demonstragéo — a linguagem
da geometria algébrica que, essencialmente, somente italianos falavam — desenvolvida no
contexto de uma recém-unida nacao-estado italiana procurando demonstrar a sua competitividade
na arena internacional matematica e em paralelo com a tradi¢do alema muito diferente. Em
meados do século XX, no entanto, apds o advento da algebra moderna, com sua abordagem
estrutural e organizacdo da Matematica, gedbmetras algébricos, quer nas llhas Britanicas,
Alemanha ou Italia, ou nos Estados Unidos, China ou Japao falavam praticamente a mesma,
nacionalmente transcendente, linguagem matematica, abordando importantes problemas em
aberto, tal como reconhecidos por todos (Parshall em Robson & Stedall, 2009, p. 85-86).

Além disso, segundo Parshall em Robson e Stedall (2009), outros aspectos importantes a
consolidacdo das comunidades matematicas sdo a fundacdo em 1920, da Unido Internacional de
Matematica (IMU), a internacionalizacdo de periddicos especializados na difuséo do
conhecimento matematico, a institucionalizagdo em 1897 do Congresso Internacional de
Matematicos, a premiacdo com a medalha Fields, em 1936, em reconhecimento ao(s)
excelente(s) trabalho(s) matematico(s) desenvolvido(s), o estabelecimento de agendas de
pesquisas para 0s varios ramos da Matematica e a consolidacdo de uma linguagem matematica
em nivel internacional.

Consideracoes

Ao replicar e analisar as perguntas e as respostas, formuladas por Nickerson, relacionadas
sobre a natureza da demonstracdo matematica, buscou-se a elaboracdo de um referencial tedrico
que contribuisse para uma melhor compreensdo sobre 0s processos envolvidos na organizacao,
construcao e formalizacdo dessa demonstracdo. Além disso, para completar as indagacdes
daquele autor, optou-se por uma orientacédo histérica, filoséfica e matematica que possibilitou
uma reflexdo aprofundada sobre o tema.

Desse modo, ao responder a primeira questdo, ficou evidente que, no processo de
demonstrar uma proposicao matematica, estdo implicitos alguns procedimentos heuristicos
argumentativos (intuicdo, analogia, inducdo, andlise, sintese, refutacdo, deducdo, etc.) que
cooperam em sua organizacdo logica.

A resposta a segunda questdo sancionou que as demonstragdes em Matematica possuem
existéncia no interior de um sistema axiomatico especifico e as demonstracGes que sao
declaradas perfeitas diferem em sua capacidade de convencer. A evolucdo para a constitui¢do de
uma demonstragéo rigorosa promove revolucdes na Matematica e, a comunidade matemaética,
mediante criticas e arbitragens, legitima as demonstracGes em periddicos especializados. As
indagacdes suscitadas ao responder a quarta e quinta questdes sinalizam a importancia da
Filosofia da Matematica para estabelecer consideracfes consistentes com relacdo aos aspectos
ontoldgicos e epistemoldgicos presentes na demonstracdo e, em conjunto, a Logica Matematica
estabelece e fornece métodos rigorosos de demonstracdo com intuito de apresentar a validagéo
das demonstragdes em Matematica.
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Por fim, o proximo objetivo desta pesquisa é elaborar um panorama conceitual que aborde
as concepcoes sobre demonstracdo em Matematica considerando as varias correntes da Filosofia
da Matematica para investigar as concepgdes dos alunos de um curso de graduacéo em
Matematica sobre demonstracéo.
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Anexo

Sejam P e Q declaragdes, a declaragdo “P e Q” € denominada a conjungdo daquelas
declaracGes e simbolicamente representa-se por P A Q; a declaragdo “P ou Q” € denominada a
disjuncéo e representa-se por P V Q; e a declarag¢ao “nao P” é denominada a negagao e
representa-se por — P. Ao construir as tabelas verdade da conjunc¢éo, da disjuncdo e da negacao
encontram-se declaracdes que sdo sempre verdadeiras (tautoldgicas) e as que sdo sempre falsas
(contraditdrias). Por exemplo, PV =P e =(P A Q) V (P Vv Q) sdo tautologias; P A =P é uma
contradicdo. Em geral, segundo Rossi (2006), demonstra-se que se P é uma declaracdo, T uma
tautologia e € uma contradicdo, entdo P v T é uma tautologia, e P A C € uma contradi¢cdo. As
declaragdes tautoldgicas e contraditorias desempenham um papel fundamental em Matematica.
Em especial, 0 método de demonstracdo por contradi¢do, também denominado demonstragdo
indireta ou por reductio ad absurdum utiliza-se essa ideia.

Duas declaracdes séo logicamente equivalentes quando tém tabelas verdade idénticas. Por
exemplo, =PV -Q © =(PAQ),Pe=(=P),PANQ < QAP,PVQ < QVP,as leisde De
Morgan: =(PV Q) & =P A=Q, ~(P A Q) & =P Vv =Q sdo logicamente equivalentes.

Em geral, quando se trata de demonstrar proposic¢des, em Matematica, essas declaragdes
sdo expressas da seguinte forma “a declaragdo ou fungdo proposicional P implica a declaracéo
ou funcéo preposicional Q”, denotada por P — Q. Assim, considerando (H) hipotese e (C)
conclusdo, uma proposi¢do condicional pode ser enunciada das seguintes formas: “se H, C”’; “C
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se H”; “H somente se C”; “C desde que H”; “assumindo que H, entdo C”; “C dado que H”; “H €
suficiente para C”; “C é necessario para H”. Desse modo, podemos definir a declaragdo contraria
e a contrapositiva de P — Q, respectivamente, como Q — P e =Q — —P e demonstrar que

P - Q & —Q — —P sdo logicamente equivalentes. Além disso, podemos demonstrar o teorema
“se P e Q sdo declaracdes, entdo P —» Q < =P V Q” e seu corolario “se P e Q sdo declaragdes,
entdo -(P - Q) & P A —Q”. Utilizando a sentenga declarativa condicional P — Q podemos
demonstrar proposicdes pelos métodos direto, contrapositivo e indireto. O primeiro método,
conforme Rossi (2006), segue o seguinte padrao:

Dado um teorema da forma H — C, uma demonstracdo direta de H — C comega com 0
pressuposto das hipdteses do teorema. Valendo-se das hipéteses, é construida uma sequéncia de
declaragdes logicas que conduz a conclusao do teorema. Quando a sequéncia de argumentos
I6gicos que conduzem valendo-se das hipdteses (H) para a concluséo (C) for valida, entdo o
teorema tera sido demonstrado com uma demonstracédo direta. Um diagrama de uma
demonstracdo direta normalmente segue o padrédo H - C; » C, » C3 —» -+ > C em que H
conduz a uma concluséo C;, C; conduz a conclusdo C,, e assim sucessivamente até que C, a
conclusdo desejada, seja alcancada. Este método de demonstracao direta € denominado a
abordagem direta para frente. Note-se que uma demonstragéo direta para frente comeca
assumindo que a hipétese (H) é verdadeira e entdo prossegue para frente, com uma sequéncia de
argumentos l6gicos que conduz a concluséo (C). (Rossi, 2006, p. 51-52)

O segundo método, consoante Rossi (2006), segue o seguinte padrao:

Recorde-se que, sempre que “Se H, entdo C” é um teorema, entdo a contrapositiva para
esse teorema € também um teorema; isto €, cada teorema “Se H, entdo C” tem um teorema dual
“Se ndo C, entdo ndo H”, que também ¢ verdadeiro. Além disso, se uma demonstragdo de “Se C
ndo é verdadeira, entdo H nao ¢ verdadeira” for encontrada, entdo isso ¢ equivalente a
demonstrar “Se H € verdadeira, entdo C é verdadeira”. Assim, um segundo método de
demonstragdo direta que pode ser usado para demonstrar “Se H € verdadeira, entdo C é
verdadeira” ¢ demonstrar a contrapositiva desse teorema: “Se ndo C, entdo ndo H”. Demonstrar
um teorema H — C, demonstrando sua contrapositiva € denominado uma demonstracao por
contrapositiva. Note-se que 0 método de demonstracdo por contrapositiva também €é outro
método de demonstracédo direta e, muitas vezes, é usado quando uma demonstracdo direta para
frente de um teorema nédo pode ser encontrada.

Agora, uma demonstragdo por contrapositiva comega com o pressuposto de que a
conclusédo do teorema é falsa, em vez de iniciar com as hipdteses do teorema. Com base na
negacao da conclusdo (ou seja, =C), uma prova direta da negacdo das hipéteses (—H) é desejada
como se segue. Uma tipica demonstragdo por contrapositiva comega com 0 —C, 0 que conduz a
uma concluséo C;, o que conduz a uma conclusao C,, e assim sucessivamente até que possa
concluir que a hipotese H é falsa. (Rossi, 2006, p. 56)

O terceiro método, conforme Rossi (2006), segue o seguinte padrao:

Uma demonstragéo indireta do teorema “Se H é verdadeira, entéo C ¢é verdadeira”, comega
por assumir que a hipétese (H) é verdadeira e a concluséo (C) é falsa. Trabalhando com base
nessas duas declaragcdes, uma sequéncia de conclusdes logicas € seguida até que uma contradicéo
se desenvolva. Lembre-se que a contradigdo é uma declaragdo que é sempre falsa.
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Agora, trabalhando valendo-se de H e =C, uma contradigdo comprova o teorema H = C
mostrando que H A —~C € sempre falsa, e desde que H A —C € logicamente equivalente a
—(H = C)(por =(P = Q) & P A —Q), segue-se que a negacao do teorema também é falsa.
Agora, se a negacdo do teorema é sempre falsa, entdo se tem o caso que o teorema é sempre
verdadeiro. Assim, 0 método de demonstracao por contradi¢cdo comprova H — C, demonstrando
que —(H — C) nunca pode ser verdadeiro. (Rossi, 2006, p. 58-59)

Por fim, além desses métodos de demonstracao explicitados anteriormente, existem outros
métodos especializados de demonstracdo, que decorrem dos ja citados, que s&o comuns em
Matematica. Em particular, esses métodos sao utilizados nas demonstracfes por casos, por
inducéo, de existéncia e de unicidade.
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