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Resumo

Esta comunicacdo cientifica € um extrato de uma dissertacdo de um Mestrado
Profissionalizante em Ensino de Matematica no Brasil. Teve como objetivo
investigar como alunos do Ensino Médio de uma escola publica construiram
conceitos de uma geometria ndo euclidiana, a Geometria do Taxi. A metodologia de
pesquisa foi qualitativa e envolveu 26 alunos que fizeram uso de recursos didaticos
como quadriculados e o software GeoGebra. Nesta comunicacao analisamos uma das
atividades realizadas, a qual tratou de investigar se os alunos haviam adquirido os
conhecimentos esperados. Isso foi feito por meio de um problema avaliativo, no qual
0s estudantes precisavam analisar o trajeto entre trés residéncias, utilizando o
software e um comparativo entre a métrica euclidiana e a dos catetos. Os resultados
comprovaram que os conhecimentos dessa geometria, até entdo adquiridos, foram
suficientes e relevantes para a solucéo correta do problema.

Palavras chave: geometria do taxi, investigacdo matematica, ensino médio brasileiro,
categorias.

Resumen

Esta comunicacion cientifica es una parte de una tesis de Maestria Profesional en
Ensefianza de la Matematica en Brasil. El objetivo fue investigar como los
estudiantes de una escuela secundaria publica como lo habian construido conceptos
de una geometria no euclidiana, Taxi Geometria. La metodologia de la investigacion
fue cualitativa y incluy6 26 estudiantes que utilizaron recursos educativos como
papel cuadriculado y software GeoGebra. En esta comunicacion se analiza una de las
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actividades, la que tratd de investigar si los estudiantes tenian adquirido los
conocimientos esperados. Esto se hizo por medio de un problema de la evaluacién,
en la que los estudiantes tenian que analizar la trayectoria entre tres residencias,
utilizando el software y una comparacién entre la métrica euclidiana y de los catetos.
Los resultados mostraron que lo conocimiento de este geometria, adquirido hasta
ahora, fue suficiente y pertinente a la solucién correcta del problema.

Palavras chave: geometria del taxi, investigacion matemaética, escuela secundaria,
categorias.

Introducgéo

Geometria talvez seja o ramo das matematicas que ofereca o maior nimero de
possibilidades de resolver os problemas das pessoas para uma melhor forma de viver e habitar o
planeta. Os Parametros Curriculares Nacionais-PCN, no Brasil, orientam para seu ensino no
nivel basico. Neles se encontra o seguinte: “Para atender as demandas do trabalho
contemporaneo € inegavel que a Matematica pode dar uma grande contribuicdo a medida que
explora a resolucdo de problemas e a construcdo de estratégias como um caminho para ensinar e
aprender Matematica na sala de aula” (Brasil, 1998, p.34). Em relacdo a Geometria, 0
documento indica que esta area é um campo no qual, trabalhar com as nogdes geométricas pode
contribuir para que ocorra a aprendizagem de nimeros bem como de medidas uma vez que iSso
estimula o aluno a “observar, perceber semelhancas e diferencas, identificar regularidades,
etc.”(p.51).

Duval (2011), ao tratar da revolugdo semiotica para a representacdo e conhecimento,
afirma que “A analise do conhecimento ndo deve considerar apenas a natureza dos objetos
estudados, mas igualmente a forma como 0s objetos nos s&o apresentados ou como podemos ter
acesso por nds mesmos” (p.15). O conhecimento em Geometria, oriundo dos gregos, nos parece
ainda persistir nos bancos escolares e na formacdo dos futuros professores de Matematica em
instituicdes brasileiras, como apontam algumas de nossas pesquisas, especialmente no que diz
respeito a outras geometrias que ndo a de Euclides.

Dessa forma, investigar junto a um Mestrado Profissionalizante em Ensino de Matematica,
sobre tais geometrias tem sido a area de interesse do segundo autor, tendo encontrado guarida no
interesse da primeira autora em estudar uma dessas geometrias, a saber, a Geometria do Taxi, na
qual se leva em consideracdo uma métrica nao euclidiana, a denominada métrica dos catetos.
Apresentamos neste artigo, um recorte da dissertacdo de mestrado, em andamento, dessa
mestranda, no qual descrevemos e analisamos a aplicacdo de uma das atividades de sua pesquisa
realizada junto a estudantes do Ensino Médio de uma escola publica da cidade de Santa Cruz do
Sul, no estado do Rio Grande do Sul, no Brasil.

Participaram da pesquisa um total de 26 alunos de uma turma em que a investigadora é a
prépria docente. A pesquisa, de cunho qualitativo, teve como objetivo geral “Investigar quais as
contribui¢Bes que a Geometria do Taxi pode oferecer para a construcdo de conceitos referentes a
Geometria Analitica por alunos de terceiro ano do Ensino Médio”. O método de coleta de dados
consistiu em registros escritos dos alunos em diarios de campo, bem como construcdes realizadas
utilizando um software de Geometria Dindmica, alem do diario de campo da investigadora. A
fim de elaborarmos as atividades de forma coerente e condizente com os alunos foi aplicado,
inicialmente, um questionario, segundo o qual, pudemos delinear o perfil de conhecimento que
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os estudantes apresentavam. Ao final de todas as atividades foi aplicado um segundo
questionario, segundo o qual, foi possivel analizar o reflexo produzido na sua aprendizagem,
apos a realizagdo das mesmas.

A Geometria do Taxi se desenvolveu a partir da necessidade humana de resolver
determinados problemas para os quais 0s conhecimento de Geometria Euclidiana ndo davam
conta. Foi desenvolvido pelo russo Hermann Menkowski (1864-1909). Nessa, o papel de medida
ou de métrica precisa ser extrapolado para além euclidiano o que, sem sombra de davidas, gera
muitos conflitos cognitivos uma vez que ndo é de uso frequente na escola. Entretanto, este é um
conhecimento do individuo no seu dia a dia, ao deslocar-se em uma cidade urbanizada, em que o
trajeto mais curto entre dois pontos, quase nunca € dado pela medida de um segmento de reta.

Dessa forma, define-se métrica dos catetos como sendo a funcédo definida por
1XY) =[xy — x| + [y1 — ¥l
onde X = (X1,y1) € Y = (X2,Y2) sdo pontos do R2. Essa, é representada como na figura 1, pela
soma das medidas dos segmentos XP e PY e ndo por XY como na Geometria Euclidiana.

Y

Figura 1. Métrica dos catetos.

Muito embora ela tenha sido desenvolvida antes, adquiriu notoriedade por volta de 1952,
quando da publicacdo do livro de Karl Menger: “Voce vai gostar de Geometria”, a partir do qual
recebeu a denominacdo atual. Veloso (1998) utiliza, como exemplo dessa geometria, o trajeto
realizado por um motorista de taxi, para levar um cliente do Elevador de Santa Justa até a igreja
de S&o Nicolau, da seguinte forma:

se um motorista de taxi apanha um cliente junto do Elevador de Sta. Justa (seja
0 ponto A) e este Ihe diz que quer ir para a Igreja de S. Nicolau (seja o ponto B),
a distancia que vai percorrer no trajecto (supondo que ndo existem ruas
reservadas a pedes nem sentidos Unicos) ndo é dada pela férmula da distancia
euclidiana AB entre os dois pontos — pois 0 motorista nio pode “ir a direito,
atravessando os prédios” — mas pela soma de duas distancias em direc6es
perpendiculares [...] (p. 327)

Por outro lado, ao tratar das conexdes da Matematica com o cotidiano do aluno, assim se

manifestam Kaleff e Nascimento (2004):

[...] a Geometria do Taxi pode ser apresentada, com a intencdo de se integrar a
Matemaética ao cotidiano do aluno, pois esta se apresenta em todos os lugares,
nao podendo, portanto, deixar de ser encontrada no espaco das “ruas”. Desta
forma, confrontado com esta nova Geometria, o aluno pode ser levado a
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perceber que existem outras Geometrias aléem da Euclidiana, possibilitando que
tenha despertada a sua curiosidade para novos ambientes matematicos. (p. 13)

A partir desses pressupostos, a pesquisa utilizou atividades de localiza¢do por meio de
representacdes em papel quadriculado. Posteriormente, foi empregado o software GeoGebra para
obter localizacGes em sistemas de coordenadas para, usando os recursos do google maps,
explorar com mais profundidade localizagdes em ambientes ao redor da escola e das residéncias
dos estudantes. Destacamos para esta comunicacdo a Ultima atividade realizada, a qual
discutiremos em sua totalidade neste artigo.

A atividade investigativa e sua descricao

Realizadas atividades de localizag&o de pontos, as quais exploraram o cotidiano dos alunos
e 0 ambiente escolar e familiar dos mesmaos, concluimos a investigacdo com uma atividade que
teve por objetivo avaliar se houve aquisicdo de conhecimentos basicos sobre a Geometria do
Taxi. Esta atividade foi realizada utilizando o software GeoGebra. A investigadora propds aos
alunos que analisassem a respectiva construcao.

Descricao da atividade

A figura 2 representa o trajeto realizado por Jalia para ir até a casa de sua amiga Priscila e
o trajeto realizado por Jalia para ir até a casa de sua amiga Claudia.
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Figura 2. Trajetorias dos deslocamentos entre as residéncias.
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Sabendo que cada unidade de lado de quadradinho representa 250 metros, determine:
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a) a distancia da casa de Julia até a casa de Priscila.
b) a distancia da casa de Julia até a casa de Claudia.
A solucdo esperada pela investigadora é a seguinte:

a) adistancia da casa de Julia até a b) adistancia da casa de Julia até a
casa de Priscila casa de Claudia
10+ 6] + |3 — 6] VG2 = x)% + (v, —y1)?
|16] + |—9| 2 2 1 (— 2
16 + 9 = 25 unidades vai J{/%f +6)
25 x 250 = 6250 metros )

3289 = 17 unidades
17 x 250 = 4250 metros

Esperdvamos que, ao resolver a atividade, inicialmente o aluno identificasse as
coordenadas X e y de cada ponto que representa a casa de cada uma das meninas, Jalia, Priscila e
Claudia. Posteriormente, ele deveria identificar o caso apresentado no item a) como sendo um
exemplo de aplicacdo da Geometria do Taxi €, no item b), como sendo uma aplicacédo de
distancia, de acordo com a Geometria Analitica Euclidiana. Finalmente, esperavamos que o
aluno resolvesse, com éxito, os calculos necessarios para determinar a distancia apresentada em
cada situagéo.

Realizaram a avaliacdo todos os 26 alunos que haviam participado das oficinas que
abordaram o uso do software GeoGebra e sua aplicacdo no processo de compreensédo dos
conceitos inerentes & Geometria do Taxi.

Para analisarmos as solugfes apresentadas pelos alunos utilizaremos o processo de
categorizacdo, definido por Bardin (2011):

a categorizacao é uma operacao de classificacdo de elementos constitutivos de
um conjunto, por diferenciacéo e, seguidamente, por reagrupamento segundo o
género (analogia), com critérios previamente definidos. As categorias sdo
rubricas ou classes, as quais reinem um grupo de elementos (unidade de
registro, no caso da analise de contetdo) sob um titulo genérico, agrupamento
esse efetuado em razdo dos caracteres comuns destes elementos(p. 117).

Foram determinadas seis categorias, as quais descrevemos na sequéncia.
Categoria A: o0 aluno ndo consegue diferenciar Geometria do Taxi da Geometria Analitica

Nessa categoria, encontramos aqueles que ndo conseguiram identificar quando é possivel aplicar
a ideia de distancia, do ponto de vista da Geometria do Taxi, ou quando se aplica esse conceito
de acordo com a Geometria Analitica Euclidiana. Apresentamos o que cada um dos trés alunos
registrou.

Maiara - Primeiro tiramos as coordenadas do grafico e depois calculamos a distancia.
Laura - Procurei 0 x e 0 y. Calculei a distancia e coloquei no médulo.
Carlos - Eu precisava ter estudado mais, pois tenho dificuldade.

A partir desses trés registros, podemos observar que dois alunos conseguiram identificar as
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coordenadas dos pontos utilizados na resolucdo da questdo. No entanto, utilizaram a lei errada
para determinar a distancia, pois deveriam ter observado que o trajeto realizado por Julia para ir
de sua casa até a casa da Priscila representa uma aplicagdo da Geometria do Taxi. J& o trajeto
realizado por Julia até a casa de Claudia representa uma aplicacdo da Geometria Analitica, pois
esse trajeto é retilineo.

Categoria B: 0 aluno contou os “quadradinhos”

Identificamos nessa categoria apenas um aluno, o qual chamaremos de Céssio. Ele
descreve que a distancia da casa de Julia até a casa de Priscila tem 25 quadradinhos. Forneceu a
distancia em metros, calculando 25 vezes 250, ou seja, 6250 metros. A distancia da casa de Julia
até a casa de Claudia é dada por 17 vezes 250, que é igual a 4250 metros.

Por fim, Cassio comenta: “Foi uma questao facil de realizar, pois exige somente multiplicar”.

Neste caso, verificamos que o aluno conseguiu resolver a atividade proposta, mesmo que
ndo tenha utilizado a estratégia que esperavamos. Tinhamos por objetivo principal nessa
atividade verificar se os alunos conseguiam diferenciar situacdes que representavam a distancia
do ponto de vista euclidiano da distancia descrita pela Geometria do Téxi.

Categoria C: o aluno ndo realizou a atividade

Identificamos, nessa categoria, trés alunos, Ariana, Glaucia e Cristiano, 0s quais nao
realizaram nenhuma etapa daquelas esperadas para a solucdo.

Como esses alunos deixaram a parte destinada a escrita dos comentéarios em branco, nao
conseguimos identificar o momento em que a dificuldade realmente se encontrou ou onde houve
uma laguna com relacdo a aprendizagem dos conceitos que foram objetos da avaliacao.

Categoria D: o aluno identifica a diferenca entre distancia definida pela Geometria Euclidiana e a
definida pela Geometria do Téaxi, porém teve dificuldade na realizagdo das operagdes
necessarias.

Nessa categoria, podemos identificar quatro alunos, Maria, Pedro, Marina e Joice, os quais,
embora soubessem que, segundo a Geometria Euclidiana, a distancia entre dois pontos descreve
um segmento de reta e que, de acordo com a Geometria do Taxi, descreve os catetos de um
triangulo retangulo, esses alunos tiveram dificuldades em resolver opera¢des como adicao,
multiplicag8o e obtencdo do mddulo dos nimeros que representam a solucgdo da atividade.

Maria realizou essa questdo da seguinte forma:

distancia da casa de Julia até a casa de Priscila | distancia da casa de Jalia até a casa e Claudia

|10 + 6| + |-3 — 6| V0 —x1)2 + (¥, — y1)?
116] + -9 2[(11 + 6)2 + (—6 + 6)2
16 + (-9) = 7 unidades

(-9) Y172 + 0%=
7 x 250 = 1750 metros 2/289 = 17 unidades

17 x 250 = 4250 metros

Ela comentou: ““ Eu calculei a distancia de um ponto ao outro. ”
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No item a) o correto seria:
16 + 9 = 25 unidades,
25 x 250 = 6250 metros.

Portanto, podemaos verificar que Maria ndo identificou que o médulo de -9 € 9, ou seja, ou ela se

equivocou, ou ainda ndo sabe o suficiente sobre a funcdo modular.

Pedro realizou a questdo da forma que segue.

a distancia da casa de Julia até a casa de
Priscila

|10 + 6] + |3 — 6|

a distancia da casa de Julia até a casa de
Claudia

VO —x)? + (v, — y1)?

116 + -9 211+ 6)2 + (=6 + 6)2
16 + (+9) = 25 unidades

Y172 ¥ 02= 3/289 = 17 unidades
250
.2 17 X 250 = 4250 metros

230
+ 300

3250 metros

Podemos perceber, na solucéo da esquerda, que sua dificuldade esteve na multiplicacéo.
Em seu comentario, Pedro ressalta: “No primeiro se aplica a teoria do taxi (ndo euclidiana), na
segunda se aplica a teoria euclidiana. Na teoria ndo euclidiana o trajeto ndo é uma reta e na
euclidiana € uma reta.”

A seguir apresentamos a resolucdo de Marina.

a distancia da casa de Julia até a casa de a distancia da casa de Julia até a casa de

Priscila Claudia
110 — 6] + |-3 — 6| Vo —x)% + (v, — y1)?
|4] + |-9|

V(A1 +6)2 + (=6 + 6)2
4 + 9 = 13 unidades

13 x 250 = 3250 metros

Y172 + 02=3/289 = 17 unidades
17 x 250 = 4250 metros

Verificamos que o erro dessa aluna esta em compreender que 10 — (-6) = 10+6 = 16.
Acreditamos que ela ndo tenha percebido que a coordenada de Xx; é -6, pois descreve: “Primeiro
localizei 0 x e 0 y de cada caso e depois utilizei as equagdes, logo depois multipliquei os
resultados por 250. Cheguei a conclusdo que, por mais que tenha mais esquina, Priscila mora
mais perto de Julia do que a Claudia.

Solucdo apresentada por Joice:
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a distancia da casa de Julia até a casa de a distancia da casa de Julia até a casa de

Priscila Claudia
|10 + 6] + |—-3 — 6] i/(xz—x1)2+(}’2—}’1)2
|16] + [-9|

V(A1 +6)2 + (=6 — 6)2

V172 + (—12)2=

/289 + 144 = 3/433 =20 unidades
20 x 250 = 5000 metros

Euclidiana, porque é uma reta

16 + 9 = 25 unidades
25 x 250 = 6250 metros

N&o euclidiana, porque ndo é uma reta

Na segunda solucédo apresentada por Joice podemos verificar que o equivoco foi
semelhante ao apresentado por Marina na primeira, ou seja, na resolucdo de operagcdes com
numeros inteiros. Podemos perceber, ainda, que ela conseguiu diferenciar cada uma das
geometrias nas quais estudamos.

Categoria E: o aluno apresentou a solugéo correta

Os alunos classificados nesta categoria sdo aqueles que apresentaram a solucao esperada, a
do inicio dessa analise, os quais demonstraram ter compreendido que, quando o trajeto realizado
pode ser representado por um segmento de reta, temos um exemplo de distancia euclidiana.

Quando esse trajeto apresenta “esquinas”, “pode ser representado por um L”, de acordo
com as palavras dos alunos, temos uma aplicacdo da Geometria do Taxi.

Alguns dos comentarios escritos pelos alunos classificados nessa categoria séo 0s
seguintes:

Laura - Primeiramente identifiquei os pontos, apos usei a geometria do taxi para resolver a letra
a) e usei a forma euclidiana para resolver a letra b). Ao final, ja tendo o resultado obtido das duas
formas, multipliquei eles por 250 metros, que representa cada unidade, obtendo assim a distancia
em metros de cada letra.

Jorge - Observando a figura se vé que no caso a) forma um L, entdo apliquei a Geometria do
Taxi. E, na segunda forma uma reta, fiz a distancia normal.

Matheus - Para descobrir a distancia da casa de Jalia até a casa de Priscila usei a Geometria Néo-
Euclidiana, pois ndo é apenas uma reta, tem varias esquinas. Para descobrir a distancia da casa de
Julia até a casa de Claudia, usei a Geometria Euclidiana, pois é apenas uma reta.

Os demais comentarios, ndo foram muito diferentes dos aqui apresentados, pois
descreviam como necessario para a solucéo dessa atividade as trés etapas a seguir.

1?) Identificar as coordenadas dos pontos utilizados.

2%) Identificar qual das geometrias se aplicava em cada caso, para poder aplicar a forma de obter
a distancia correta.

3% Multiplicar os resultados obtidos por 250, assim teriam como unidade de medida dessas
distancias o metro.
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Identificamos um total de onze alunos, nessa categoria.
Categoria F: 0 aluno ndo utilizou a escala

Identificamos, nesta categoria, as solucgdes apresentadas por quatro aluno, Martina, Jonas,
Marcelo e Paulo. A partir dessas solucdes e seus respectivos comentarios, verificamos que esses
alunos diferenciaram cada uma das geometrias estudadas, conseguiram aplicar com sucesso as
leis necessarias. No entanto, ndo conseguiram realizar a etapa na qual se esperava que fizessem a
conversao de unidades para metros.

Exemplo de solucdo apresentada nesta categoria:

a distancia da casa de Julia até a casa de a distancia da casa de Julia até a casa de

Priscila Claudia
[10+6]+ |-3 - 6| G~ + 0~ 317
|16] + |9

V(A1 +6)2 + (=6 + 6)2
Y172 ¥ 02=3/289 = 17 unidades

16 + 9 = 25 unidades

O comentario registrado por Juliana ilustra bem o raciocinio desenvolvido pelos alunos
enquadrados na categoria.

Juliana - Identifique as coordenadas de cada ponto, vi que no item a) é Geometria do Taxi, pois 0
caminho ndo € uma reta e, no b), € Geometria Euclidiana, pois nesse caso é uma reta. Calculei as
distancias.

Apds analisarmos as solucdes apresentadas para essa atividade, que teve carater avaliativo,
concluimos que a compreensao do contetdo se deu de forma satisfatoria, pois dos vinte e seis
alunos que realizaram a avaliacdo, apenas nove ndo conseguiram resolvé-la da forma correta,
seja por ndo diferenciar as geometrias envolvidas, por ndo ter realizado nada da atividade ou,
ainda, por ter utilizado outra estratégia, no caso “contar os quadradinhos e multiplicar por 250”.

Consideramos também que, desse conjunto de alunos, seis ndo atingiram o minimo dos
objetivos propostos para a avaliacdo, o que nos leva a acreditar que outros fatores possam tem
influenciado na resolugéo da atividade.

Considerac0es finais

Apresentamos, nesta comunicacao cientifica, um recorte de uma dissertacdo de mestrado
em andamento, realizada pela primeira autora sob a orienta¢do do segundo autor, cujo objetivo
foi verificar se as atividades realizadas anteriormente proporcionaram aquisi¢éo de
conhecimentos basicos a respeito de uma geometria ndo euclidiana, no caso, a Geometria do
Taxi.

Os alunos a realizaram utilizando o software GeoGebra e a mesma contribuiu para que 0s
alunos reforgassem conceitos de Geometria Analitica, como localizagdo de um ponto no plano e
a distancia entre dois pontos. Buscou-se verificar como seria esta trajetoria na Geometria
Euclidiana e, a seguir, na Geometria do Taxi, segundo a qual a métrica envolvida é a dos catetos.
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O emprego de problemas envolvendo a Geometria do Taxi proporciona atividades praticas,
as quais, geralmente, ndo sao abordadas no quotidiano escolar associado a vivéncia dos
estudantes. Com este tipo de problematizacao acreditamos estar cumprindo aos objetivos
emanados das Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio - OCEM — no que se refere ao
ensino de Geometria no Ensino Médio (Brasil, 2006, p. 75):

0 estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da
capacidade de resolver problemas praticos do quotidiano, como, por exemplo,
orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias percorridas,
reconhecer propriedades de formas geométricas bésicas, saber usar diferentes
unidades de medida.

Dessa forma, acreditamos ter cumprido o objetivo da investigagdo, uma vez que, pelas
manifestacdes dos estudantes em seus diarios de bordo, conseguiram utilizar recursos da
Matematica e da Geometria para obter orientagdes no espaco, fazer leituras de trajetorias em
atividades, posteriormente realizadas, utilizaram o google maps, o que resultou na aquisicéo de
novos conhecimentos, proporcionando-lhes um olhar diferenciado para essa disciplina no
cdémputo do curriculo do Ensino Médio.
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