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Resumen

Se propone la realizacion de un taller para promerédos profesores de primaria y
secundaria el desarrollo de conocimientos paraidis@r objetos algebraicos y el
reconocimiento de distintos niveles de algebrizadé la actividad matematica
escolar. La actividad practica a realizar se bada e2solucion de un conjunto de
tareas que ponen en juego conocimientos didactatermaticos sobre razonamiento
algebraico elemental y la puesta en comun de lasisoes. La vision ampliada del
algebra escolar que se propone desarrollar tiece@mnta los procesos de
generalizacion, simbolizacion, modelizacion estradty funcional, asi como el
calculo analitico, y permite una articulacion camte entre el pensamiento
algebraico en educacion primaria y secundaria.

Palabras claverazonamiento algebraico, niveles de algebrizadamacion de
profesores, conocimiento didactico — matematictpgere ontosemidtico
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Introduccién

La promocion del razonamiento algebraico desderioseros niveles educativos se
propone como un objetivo importante en diversaantaciones curriculares (NCTM, 2000), para
lo cual se asume una vision ampliada de la nazaalel algebra escolar, no limitada al manejo
de expresiones algebraica (Godino, Castro, Ake,ilfaéni, 2012). Ello supone un reto para la
formacion de los profesores de matematicas ya su@mente los planes de formacion no
contemplan el desarrollo de dicha vision sobrdgdla. Aunque algunos autores (Lins &
Kaput, 2004), en la agenda de investigacién quegmen para los proximos afios en su capitulo
sobre “Early Algebra”, sugieren que se debe poagpécial atencidn a la formacion de
profesores” (p. 60).

El objetivo de este taller es la implementaciomuda actividad practica orientada al
reconocimiento de los rasgos caracteristicos debfaniento Algebraico Elemental (RAE), que
avance en la capacitacion del profesor para la@c@mn del pensamiento algebraico desde los
primeros niveles educativos. Se trata de aplicarumer paso de la metodologia de disefio
instruccional descrita en Aké, Godino, Fernand&owpzato (2014) para promover el desarrollo
de competencias de andlisis didactico de los podssen el campo del RAE.

Se propone la resolucién de un conjunto de tanegsgs de educacion primaria y
secundaria y el reconocimiento de diferentes néveéealgebrizacion en la actividad matematica
implicada, basados en la identificacion de objgtpsocesos algebraicos caracteristicos. La
actividad puede ser de interés tanto para profestgeducacion primaria como de secundaria,
ayudando a progresar en la articulacion de los@omentos didactico — matematicos (Godino,
2009) sobre algebra de dichas etapas educativas.

En este documento se describe la actividad disefeadaal esta basada en la resolucion en
equipos del cuestionario sobre conocimientos diciaet matematicos sobre RAE (cuestionario
CDM — RAE, incluido en el Anexo) y la puesta en ¢onde dichos conocimientos. Previamente
se hace una sintesis de las caracteristicas del IB&Biveles de razonamiento propuestos en
Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014) y la estuuret del conjunto de tareas incluidas en el
cuestionario.

Caracteristicas del razonamiento algebraico elemeait

Diversos autores han reflexionado acerca de Igosague caracterizan el algebra escolar
(Filloy, Rojano, & Puig, 2008; Kaput, 2008; Kieré&207). Parece haber consenso en que un
rasgo caracteristico de la actividad algebraicd@®procesos de generalizacidon matematica,
esto es, el estudio de situaciones donde se pasmdiglerar casos particulares de conceptos,
procedimientos etc., (objetos determinados) a slaggos de tales objetos. En la perspectiva
del “algebra temprana” (Cai & Knuth, 2011; Carrake®chliemann, 2007) el reconocimiento
de lo general es condicién previa de la expresgdicha generalidad. Otros autores relacionan
el algebra con el tratamiento de objetos de namaahdeterminada, como incognitas, variables
y parametros. Otro rasgo caracteristico del algebm estudio de las relaciones de equivalencia
y sus propiedades, el de las operaciones enteddogentos de los conjuntos numéricos, o de
otro tipo, y las propiedades de las estructurassgugeneran. En relacion con el pensamiento
relacional, la investigacion sobre algebra tempssnba interesado por indagar la comprension
de los estudiantes de los significados operacipnalacional del signo igual (Carpenter, Levi,
Franke, & Zeringue, 2005; Stephens, 2006).
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De las anteriores descripciones se puede conalaitajconsideracion de una actividad
como algebraica tiene contornos difusos. Por etidi® et al. (2014) proponen un modelo para
caracterizar el RAE en el que distinguen cuatrele de algebrizacion, teniendo en cuenta los
objetos y procesos que intervienen en la actividatematica. En el nivel 0 la actividad
matematica no incorpora ninguin rasgo algebraicentras que el nivel 3 es claramente
algebraico, los niveles 1y 2, o niveles incipisrde algebrizacién, ponen en juego algunos
objetos y procesos de indole algebraica (Figura 1).
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Figura 1. Niveles proto-algebraicos de razonamiento matemé@Godino et. al., 2014).

En la Tabla 1 se resumen las caracteristicas edescie los tres niveles de algebrizacion
descritos en Godino et al. (2014), junto con eéhi(ausencia de rasgos algebraicos), los cuales
estan basados en las siguientes distinciones onititseas:

1) La presencia de “objetos algebraicos” intens{esso es, entidades que tienen un caracter
de generalidad, o de indeterminacion).

2) El tratamiento que se aplica a dichos objetpsr@ciones, transformaciones basadas en la
aplicacion de propiedades estructurales.

3) Tipo de lenguajes usados.

Tabla 1
Rasgos caracteristicos de los niveles de razonamagebraico elemental

NIVELES TIPOS DE OBJETOS TRANSFORMACIONES LENGUAJES

Natural, numérico,
icénico, gestual; pueden
intervenir simbolos que
refieren a objetos
extensivos o datos
desconocidos

No intervienen objetos
intensivos.
0 En tareas estructurales Se opera con objetos extensivos
pueden intervenir datos
desconocidos.
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NIVELES

TIPOS DE OBJETOS TRANSFORMACIONES LENGUAJES

Ejemplode problema que se puede resolver de diferentesramimplicando los diferentes
niveles de algebrizacion:

En una fiesta, los asistentes, al llegar, se satudi@ndose un apretén de manos, ¢,cuantos
apretones de manos se dan si asisten a la fiegasbnas? ¢ Y tres personas? ¢Y 5 personas?
&Y 50 personas? ... ¢Y n personas?

Solucién 1:(nivel 0). Si asiste una persona, no hay apreton de manasisn 2 personas se

dan un apretén de manos. Si asisten 3 personasylara le da apretdon de manos a las otras dos
y las otras dos se dan un apretén de manos, ¢13 @paetones de manos. Y asi sucesivamente...

En tareas estructurales se aplican
relaciones y propiedades de las
operaciones.

En tareas estructurales Natural, numérico,

pueden intervenir datos iconico, gestual; pueden

desconocidos. intervenir simbolos que

En tareas funcionales se . refieren a los intensivos
En tareas funcionales se calcula con

reconocen los intensivos . . reconocidos
objetos extensivos.

Solucién 2 (nivel 1) Supongamos que las personas llegan a la fiestaedel. Cuando llega la
primera no hay apretén de manos. Conforme vanrgéas personas le dan un apretén de
manos a las que habia anteriormente. De este nuaaholg llega la 22 persona estrecha la mano a
la primera persona que llega a la fiesta, un apréédmanos. Cuando llega la 32 persona estrecha
la mano a los dos anteriores, 2 apretones de nyaglogue habiamos contado antes, en total 3
apretones de manos. Cuando llega la 42 personantes ya 3 apretones de manos mas los 3
apretones de manos que da la 42 persona a lomesae3+3= 6 apretones de manos, en general,
cada vez que llega una nueva personas los apretemeanos seran los anteriores mas el lugar
que ocupa la dltima persona menos 1. Lo resumimds siguiente tabla

Neper. [ 1] 2] 3 4 5 6 7 8 9 10

Arﬁ‘[j]tg[‘ 0| 1| 1+2=3[3+3=6| 6+4=10| 10+5=15| 15+6=21 21+7=28 28+8=86 36+9345

También podia haber sidodalucién 3(nivel 1): (uso de una férmula conocida):). El gesha
propuesto equivale al nimero de parejas distintassg pueden formar con n personas, es decir,
las combinaciones deelementos tomados de 2 en 2, es decif2 € (((n-1)/2! = (n*n)/2

. Simbdlico — literal,
En tareas estructurales las ecuaciones Sagado ara referir a los
delaformadx + B = C. P

Intervienen . intensivos reconocidos,
. ) En tareas funcionales se reconoce la .
indeterminadas o ; aunque ligados a la

) generalidad pero no se opera con las . 2
variables informacion del

variables para obtener formas canonicas .
i contexto espacial y
de expresion.

temporal

Solucién 4 (nivel 2). Si colocamos laa personas en una 11213alsl.ln
tabla como la siguiente, para calcular los apretolee
manos procederemos de la siguiente mamées el
namero de pares que se obtienen en la tabla, peao p
calcular el nimero de apretones de manos debemuaal
los pares que tienen igual componente (1,1), (2,2)es
decir, los de la diagonal principal que splya que, una
persona no se da apretdn de manos consigo miseragad
en cuanto a los apretones de manos, los pareatesstas n
debemos dividir por 2, ya que los que tienen coraptes
simétricas(a,b)y (b,a) corresponden al mismo apretén de manos, en cogrsgaLel nimero de
apretones de manos es Z4m)/2.

ulH| WN| R

Taller
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NIVELES TIPOS DE OBJETOS TRANSFORMACIONES LENGUAJES

. . Simbdlico — literal ; los

Intervienen En tareas estructurales las ecuaciones SO holos se usan de

indeterminadas o de laformadx + B = Cx + D. o .

) . X manera analitica, sin

variables Se opera con las indeterminadas o ) ; <
. referir a la informacion

variables.

del contexto

Solucion E. (Nivel 3). Si representamos cada persona por un punto yetbapde manos por el
segmento que une dos puntos, tenemos la siguienige s

TR, S 2

1 persona 2 personas 3 personas 4 personas 5 personas 6 personas

De dicha serie se deduce que el nimero de apredermasnos que se dapersonas, pan2,
se corresponde con el niimero de diagonales deligopo convexo da lados mas el nimero
n(n-3) n?-3n , 2n n?-n n(n-1)

de lados n, es deciti——+n = 4+ == ——=
2 2 2 2 2

La resolucion de problemas de distintas manerasilsope a desarrollar la competencia
matematica del estudiante (Niss, 2003). Si pedanwsestros estudiantes que resuelvan los
problemas de distintas maneras, paulatinament@apareciendo, de manera natural, los distintos
niveles de algebrizacion y contribuiremos al dedlarde la competencia matematica.

Categorias de conocimientos didactico-matematicoslsre RAE

El conjunto de items que componen el cuestiondDM@RAE (Anexo), que sera usado
como instrumento de reflexion en el taller, estéueturado segun dos tipos de variables:
Contenido algebraico y contenido didactico. Paraatéble contenido algebraico se consideran
tres valores o categorias, en las cuales a swevezeslen distinguir diversas subcategorias:

» Estructuras (relacion de equivalencia; propiedaédas operaciones, ecuaciones,...).
» Funciones (patrones aritméticos, patrones georoétriancion lineal, afin, cuadrética,...).

* Modelizacion (problemas de contexto resueltos nmeelial planteo de ecuaciones o
relaciones funcionales).

Las tareas involucran contenido algebraico propiedlicacion primaria (conocimiento
comun del contenido), o propio de niveles supesigcenocimiento avanzado, p. e., educacion
secundaria). El célculo analitico puede tener lligado a las estructuras, funciones y
modelizacion, y ser realizado con lenguaje simbgliditeral o de otro tipo.

Para la variableontenido didacticpel cual refiere a un contenido algebraico, sealtoo
avanzado, se consideran las categorias siguientes:

» Faceta epistémica: reconocimiento de objetos ygsasalgebraicos (representaciones,
conceptos, procedimientos, propiedades; generaizamodelizacion); reconocimiento de
niveles de algebrizacion.

» Faceta cognitiva: significados personales de lasabs (conocimiento, comprension y
competencia sobre contenidos algebraicos elemejitatnflictos de aprendizaje sobre
objetos y procesos algebraicos.

» Faceta instruccional: recursos para la ensefamZdgddra en primaria (situaciones —
problema, medios técnicos).
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» Faceta ecoldgica: directrices curriculares; usBAE en distintos bloques de contenido
matematico; conexiones inter-disciplinares).

La evaluacion del conocimiento didactico-matematiebprofesor tiene en cuenta tanto el
contenido algebraico en si mismo, como el conocituididactico relativo a tales contenidos
matematicos. Usualmente las tareas incluyen apertaghtrados en la solucion de una tarea
matematica (mediante la cual se evalla el conontmigel contenido matematico) y apartados
gue cuestionan sobre alguno de los aspectos deticaiento didactico de los contenidos
puestos en juego.

Desarrollo de conocimientos didacticos sobre RAE

La actividad préactica mediante la cual se pretefedarrollar el conocimiento didactico —
matematico sobre RAE se describe a continuacion:

Metodologii del taller:

1. Presentacion de las caracteristicas del RAEhasen los trabajos de Godino y
colaboradores (Aké, Godino, & Gonzato, 2013; Godihal., 2014) y de los niveles de
algebrizacién.

2. Trabajando en equipos realizar las siguientidgdades:

2.1. Resolver las tareas del Cuestionario CDM-RAEeX0), a ser posible, de varias
maneras.

2.2. Asignar niveles de pensamiento algebraics diktintas soluciones dadas, en el punto
anterior, a las tareas del cuestionario, teniemdzuenta los objetos y procesos algebraigos
previamente identificados.

2.3. Enunciar tareas relacionadas cuya soluciéfigogcambios en los niveles de
algebrizacién puestos en juego.

3. Presentacion, discusién de resultados y extraa® conclusiones

Reflexiones finales

Consideramos que la distincion de niveles de ran@rdo algebraico elemental puede ser
atil en la formacién didactico-matematica de profes al permitir desarrollar en ellossehtido
algebraica Se trata de reconocer rasgos de las practicasmatatas sobre los cuales los
profesores pueden intervenir para aumentar pragm@gnte el nivel de algebrizacion de la
actividad matemética de los alumnos. Este sentgibeaico se puede entender como la
capacidad de un sujeto para,

1) Usar sistematicamente simbolos para exprestidadas indeterminadas y
generalizaciones, especialmente mediante notacsamélico-literales.

2) Reconocer y aplicar propiedades estructuraléssdgistemas matematicos, particularmente
propiedades de las operaciones y relaciones.

3) Reconocer patrones, regularidades y funciones.

4) Modelizar situaciones matematicas o del mundba@n expresiones simbdlico-literales y
operar de manera sintactica (siguiendo reglasgtias, para obtener una respuesta en la
situacion dada.
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El sentido algebraico se puede desarrollar enifaxsmmediante actividades debidamente
planificadas, que partiendo de tareas aritmétwas, otros bloques de contenido vayan creando
la tension hacia la generalizacion, simbolizaciamodelizacion y célculo analitico. Se
contribuye de este modo al desarrollo de la comp&tenatemética de los estudiantes cuando
resuelven un problema de distintas maneras (N$s3)2

Es claro que para que los alumnos vayan constroyelnsentido algebraico los maestros
deben también tenerlo y saber como desarrolladbaséta con elaborar propuestas curriculares
(NCTM, 2000) que incluyan el &lgebra desde los eros niveles educativos, se precisa que el
docente actie como principal agente de cambio trtaluccion y desarrollo del razonamiento
algebraico en las aulas de primaria, y de su psi@resn la educacién secundaria.

Reconocimiento

Trabajo realizado en el marco de los proyectosidestigacion EDU2012-31869, y
EDU2013-41141-P, Ministerio de Economia y Compatid (MINECO, Espafia).
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ANEXO. Cuestionario CDM-RAE

1. Considera la siguiente cuestién planteada a unradwe primer ciclo de primaria:
¢, Qué numero se debe colocar en el recuadro pardajigrialdad sea verdadera?
8+4= +5

Un alumno responde que el nimero es el 12,
a) Explica cudl fue el posible razonamiento quedagmal alumno a dar esa respuesta.
b) ¢ Qué interpretacion del signo = esta realizah@umno?

2. Se ha pedido a un alumno que indique si la exgmedi3 + 11 = 12 + 12" es verdadera o falsa.

El alumno responde lo siguiente:
Es verdadera porque restamos uno al doce y lo susahotro doce, y se obtiene lo que esta ahi (en e
lado izquierdo).

a) Explica el razonamiento que pudo seguir el atupara plantear su respuesta.

b) ¢ Qué propiedades de la adicién moviliza el atumure justifica su respuesta?

3. Un alumno formul6 la siguiente conjetut&umo tres nimeros naturales consecutivos. Si digidesultado por
tres obtengo siempre el segundo niimero”

a) ¢ Es vélida la afirmacién para todos los nimeadsrales? ¢ Por qué?
b) ¢ Qué tipo de justificacion piensas podria daalumno de primaria a esta conjetura?

4. Observa detenidamente la siguiente suma, y detarelinimero que representa cada letra. Considergafa
letra tiene un valor distinto.

+
2
a) ¢Cuales son los valores numéricos de A, By C? gGaines que son correctos?
Explica tu razonamiento
b) ¢ Se puede resolver la tarea usando algun proigedo algebraico? ¢ Cdmo seria esa resolucion yngciénes
algebraicas se usarian?
¢) ¢ Qué tipo de respuesta y justificacion piensasip dar un alumno de primaria a este problema?

>>>>
Olmmw
OO0

5. Considera la siguiente secuencia de figuras.

O O O

a) Representa los dos términos siguientes de leeseia e indica el nimero de segmentos necesaiascpnstruir
cada una. Explica como lo haces.

b) ¢ Cémo cambiarias el enunciado de la tarea pdteir algin procedimiento de resolucién que posgguego
conocimientos de tipo algebraico?

c) ¢ Cuales serian tales conocimientos algebraicos?

6. Observa la siguiente secuencia de tres figurasgdas por puntos:
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a) Determinar el nimero de puntos que tendra ladigjue estuviera en la vigésimo quinta (25%) jside esta
secuencia, suponiendo que se continla con la magiea de formacion de las figuras. Justifica Ipuesta.

b) Indicar las técnicas o diferentes maneras meallas cuales se puede resolver el problema.
c) ¢ Consideras que esta tarea se puede propohenimoa de tercer ciclo de primaria? ¢ Cémo podriadar la

soluciéon?

7. Un estudiante recibié de sus padres una ciertideande dinero para comer durante 40 dias. Sinaggob
encontré sitios en donde pudo ahorrar 4 eurosaaédila comida. De esta forma, el presupuestaalrigiduré 60
dias.

a) ¢ Cuanto dinero recibi6?

b) ¢ Se puede resolver el problema mediante progadios exclusivamente aritméticos? ¢, Como?

c) ¢, Se puede resolver el problema usando conodimsiaeigebraicos? ¢ De qué manera?

8. Analiza las siguientes expresiones y contesta:

1. 4x+5=25
2. y=2x+1
3. P=2c+12

a) Describe la interpretacion que haces de caddeitas expresiones anteriores.
b) Enuncia tres problemas que se puedan propordunanos de primaria cuya solucion lleve a planesias
expresiones.

9. Para llenar con agua un recipiente de una caphoidxima de 90 litros se usa un grifo cuyo caudalanstante
e igual a 18 litros por minuto.

a) Indica cudl de las tres representaciones geaficeresponde a la situacion descrita, siendo gue eje de las X
se representa el tiempo en minutos y en el ejasd¥ kel volumen de agua en litros.
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Respuesta: ; Justificacion:

b) ¢ Qué conocimientos matematicos o de otro tipgsar para resolver esta tarea?

c) ¢, Consideras que esta tarea es adecuada ppramegsta a nifilos de educacion primaria? En tal casqué
ciclo. Justifica tus respuestas.

10. Un profesor propone el siguiente problema a ausm@bs:

Taller XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Reflexién sobre el razonamiento algebraico elemamarofesores de primaria y secundariall

En una tienda venden el kg de peras a 2 € y cobBaréntimos de euro por la bolsa.

¢, Cuanto costaria una bolsa de 4 kg de peras?
a) Enuncia una variante del problema que pueddr g&ma iniciar el estudio de las funciones lineaRupon que en
una bolsa caben 4 kg.
b) Resuelve el problema que enuncies e indicadnea@mientos algebraicos que se usan.

Taller XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



