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Resumen
Se estudian aqui los enfoques metodoldgicos en la ensefianza de los problemas de
aligacion transmitidos por la tradicion escolar recogida en los libros de texto
historicos y actuales. Es una investigacion cualitativa, de tipo histérico
epistemoldgico, usando la metodologia del analisis de textos. Se da cuenta de los
problemas de aligacion, su tipologia, contextos, lecturas analiticas y métodos de
resolucion, desde su aparicion en las antiguas culturas hasta nuestros dias.
Palabras clave: Didactica de las matematicas, pensamiento numérico y
algebraico, resolucion de problemas, aligacion.

Introduccion

Desde muy antiguo se conoce una gran variedad de problemas descriptivos de matematicas
(término usado por Swetz, 2012) asociados a aspectos de la vida cotidiana, que se han usado para
dar a conocer reglas extraordinarias (e. g. regla de dos, regla de tres, de falsa posicion, etc.),
métodos especiales y disposicion précticas de los datos, méas o menos olvidados por las
restricciones propias del modelo actual de la ensefianza obligatoria. La mayoria de estos
problemas se conocen por el nombre que la tradicién les ha asignado, unas veces vinculado a un
rasgo superficial del enunciado como el contexto, las acciones involucradas, los agentes que
intervienen, o la demanda o pregunta; y otras veces vinculados a la regla practica que los
resuelve. Entre la amplia variedad de estos problemas se estudian aqui los problemas de
aligacion, mas conocidos como problemas de mezclas y aleaciones

Los antecedentes de estos problemas se remontan a las antiguas culturas matematicas,
mesopotamicas, egipcia, china e hindu anteriores a Cristo. Se pueden encontrar ejemplos en las
distintas colecciones de problemas clasicos que han llegado hasta nuestros dias, por ejemplo, en
los 85 problemas compilados hace mas de tres mil afios en el Papiro Rhind (1650 a. C.), en los
247 problemas del Jiuzhang suanshu (los nueve capitulos) del arte matematico Chino (100 d.

! Este trabajo se ha realizado en el marco de los proyectos de investigacion del Ministerio de Ciencia e
Innovaciodn, referencias: EDU2011-27168 y EDU2009-10599
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C.), o en los epigramas y enigmas de la Antologia Griega recapitulados por Metrodoro (500 d.
C.). Su estreno en Occidente parece situarse en las colecciones de matematicas recreativas de
Beda (s. VIII): De Arithmeticis Prepositionibus; y de Alcuino: Propositiones ad acuendos
juvenes (775), redactados para una escuela de jovenes talentos fundada por Carlomagno (Swetz,
1989, p. 333), y siglos despues en el Liber Abaci (Fibonacci, 1202). Desde entonces su
popularidad ha sido tal que han estado presentes en los libros de ensefianza de las matematicas
sin solucion de continuidad hasta nuestros dias, con un enfoque pedagogico que consiste en
presentarlos como un subproducto de otros aprendizajes para mostrar su aplicabilidad, pero
raramente como un objeto de estudio por si mismos.

El objetivo de esta comunicacion es aportar claridad y generalidad metodoldgica en
relacion con los problemas de aligacion. Para centrar el estudio se ha procedido a una revision de
textos, historicos y actuales, tomado como unidades de analisis la tipologia de los problemas,
sus contextos, las lecturas analiticas y sus métodos de resolucion.

Marco tedrico

Cuando se quiere indagar como se han configurado las matematicas de ensefianza en
diferentes momentos de la historia hay que acudir al analisis de los libros de texto del pasado
como medio de instruccidn, ya que solo éstos pueden aportar informacion sobre su planificacion
Y puesta en préctica, al ser las Unicas fuentes documentales primarias y los Unicos registros
disponibles.

Para ese analisis es util servirse de las metodologias del analisis historico y epistemoldgico,
y del Andlisis Didactico (ver Rico y Fernandez 2013, para mas detalle de esta Gltima
metodologia) propias de la Didactica de las matematicas. Para el analisis historico y
epistemoldgico se necesita de una aproximacion global, ya que estudiar textos aisladamente, o
comparar varios textos de una misma época entre si, es insuficiente, en la medida que tiende a
desconsiderar las raices y fuentes de las concepciones vertidas en el texto, su contexto social y
cultural, y las particularidades propias del sistema educativo de la época. Es en este sentido en el
que adquiere importancia efectuar una buena seleccion de libros de texto representativos de las
grandes etapas en que se puede dividir la historia de las ideas matematicas objeto de estudio. A
saber: el periodo antiguo, el anterior a la imprenta, el de las aritméticas comerciales, el de los
grandes libros de autor anteriores al sistema escolar, el de los comienzos del libro escolar, y el de
la ensefianza graduada en sus diversos planes de estudio (ver Gémez, 2011).

Para el andlisis didactico de los libros de texto de un determinado contenido matematico se
necesita delimitar unidades y subunidades de analisis que den cuenta de los aspectos
conceptuales, estructurales, procedimentales, metodologicos y representacionales. En el caso
particular de que el objeto de estudio sea una determinada familia de problemas, son unidades
basicas para su analisis: los tipos de problemas, sus contextos, acciones y agentes; y la lectura
analitica de los enunciados que los autores han dejado reflejadas en sus textos y que sustentan las
reglas, férmulas y métodos de resolucion

La lectura analitica

En sentido estricto la lectura analitica se refiere al planteamiento algebraico del problema;
es decir, a poner el problema en ecuacion. Pero para ello no hay reglas fijas, ya que no siempre
las condiciones de la cuestion pueden ser simbolizadas en el mismo orden en que se presentan en
el problema mediante la traduccién inmediata del lenguaje ordinario al simbdlico, porque estan
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envueltas en el enunciado de tal manera que es dificil descubrir su relacion y sucesion, en ese
caso hay que hacerse cargo de todas las condiciones que explicita o implicitamente contenga la
propuesta, y desenvolver las relaciones que las cantidades desconocidas tengan entre si y con las
cantidades conocidas (Lacroix, 1821, p. 25). Por eso, y con caracter general se entiende que la
lectura analitica del enunciado de un problema no es simplemente traducirlo al lenguaje
algebraico, sino que es mas bien reducirlo a una lista de cantidades y de relaciones entre
cantidades (Puig, 2003, p. 99).

La lectura analitica es el comienzo del método cartesiano donde a las cantidades que se
buscan se les asignan letras llamadas incdgnitas y de ella se obtienen las ecuaciones de cuya
transformacion se siguen las formulas. De modo que, mientras que la ecuacion es lo que resulta
al igualar dos expresiones algebraicas que representan la misma cantidad, obtenidas al describir
la relacion aritmética que unas cantidades representadas con expresiones algebraicas tienen con
otras que ya han sido previamente representadas por una letra o una expresion algebraica (Puig,
2003, p. 100), la férmula (que se deduce de la ecuacion) es la lista de operaciones que resulta al
describir la relacion aritmética de las cantidades conocidas, expresadas en términos generales,
entre si y con las cantidades desconocidas que se buscan. Cuando la lista de operaciones que hay
que realizar con las cantidades conocidas, para obtener las desconocidas, se expresa en términos
particulares, sin dar razon de las mismas se llaman reglas. Cuando las lecturas analiticas
conducen a la ecuacién se entendera que son lecturas algebraicas, y cuando conducen a la
férmula, sin pasar por la ecuacion, se entendera que son lecturas aritméticas.

Los problemas de aligacion

Bajo el nombre de regla de aligacion se conoce el procedimiento general para resolver los
problemas relacionados con las mezclas. Por mezcla se entiende la union de varias sustancias de
distinta calidad y precio; si son metales se llama aleacion, y si son liquidos y sustancias, como
por ejemplo la mezcla de agua y sal se llama disolucidon. En la actualidad parece ser que el
término aligacidn esta en desuso y se prefiere hablar directamente de problemas de mezclas y
aleaciones.

Se tienen dos clases de vino, una vale 12 d, y la otra 15 d. se quieren mezclar para que valgan 13 d.
Pregunta. ;Cuanto vino hay que poner de cada clase? (Stifel, 1544, p. 266 dcha.).

Un hombre tiene dos suertes de oro, uno es de ley 17 quilates, y el otro es de 23 quilates, quiere
hacer oro de 22 quilates de ley, preguntase cuanto oro tomara de cada suerte para que juntas las dos
cantidades, y ligada una con la otra, sea oro de ley de 22 quilates (Santa Cruz, 1625, p. 222 dcha.).

Calcular la cantidad de sal que hay que afiadir a una disolucién de 342 g. al 5% para elevar su
concentracion al 10% (Luis Vives, 1950, p. 122).

Contextos y agentes

Antecedentes de los problemas de aligacion se encuentran en determinados problemas
curiosos, en los contextos de compras y repartos, como los que aparecen en la coleccion de
Alcuino (775), donde no hay ninguna mencion explicita a mezclas o aleaciones.

Dijo un mercader: quiero comprar cien cerdos por cien denarios; sin embargo pagaria 10 denarios
por un macho, 5 por una hembra y uno por dos lechones. Diga, aquel que sepa, ¢cuantos machos, cuantas
hembras y cuéntos lechones debe haber de forma que no sobre ni falte ninguno? (Alcuino, 5, 804, p.
1145).

Cierto paterfamilias disponia de 20 sirvientes. Ordeno que les fueran repartidos 20 modios de maiz
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del siguiente modo: que los hombres recibieran tres modios, las mujeres dos y los nifios medio modio.
Diga, quién pueda, ¢cuantos hombres, cuadntas mujeres y cuantos nifios debe haber? (Alcuino 32, 804, p.
1154).

Mas adelante, con la aparicion de las aritméticas comerciales se impusieron los contextos
que hacen referencia explicita a las mezclas, preferentemente de alimentos o bebidas, y a la
fundicion de metales nobles como el oro y la plata.

Un mercader tiene un riel de plata que pesa 3 marcos, y es a 7 dineros de ley, y quiere lo subir que
sea a 9 dineros de ley; pregunto, ¢cuénto tomara de plata fina de a 12 dineros, que mezclandola con la de
a 7 dineros sea a 9 dineros de ley? (Ventallol, 1521, cap..13, fo 80).

Un mercader tiene 2 piezas de oro, el cual no sabe cudnto [cuantos marcos] pesa cada pieza, por
mas que sabe que el marco de la una pieza vale 23 ducados cada marco, y asi mismo el marco de la
segunda pieza vale 18. Este mercader, de estas dos piezas hizo una que pes6 40 marcos, después de
juntadas en uno, y hall6 que valia cada marco veinte ducados. Demando cuénto pesaba cada pieza antes
de que fuesen fundidas (Ortega, 1537, p. 176).

Un logrero ha mezclado 15 fanegas de trigo de a 23 reales la fanega con 12 fanegas de centeno a 19
reales la fanega ¢a qué precio ha de vender cada fanega del montdn para no perder ni ganar? (Bails, 1790,
p. 133y 134).

¢Qué porciones de vino de a 16 reales y de a 9 he de mezclar para vender la mezcla a 13 reales?
(Vallejo, 1841, p. 365).

El procedimiento para resolver los problemas de aligacion también sirve para resolver
otros problemas, diversos y en contextos diferentes. Por ejemplo los problemas de densidad,
porque la densidad se puede asimilar al precio medio y proceder como si de éste se tratase.

Con dos liquidos de densidades 1,3 y 0,7 se ha formado una mezcla de densidad 0,9. Sabiendo que
la cantidad total es de 30 m® se piden las cantidades de cada liquido (Garcia, 1959, p. 110).

Tres libreros compraron 1250 libros de Aritmética por 375 francos; al primero, le correspondieron
500 libros; al segundo, 450; vy al tercero, el resto, es decir, 300. Pregunta: ;cuanto paga el primero, cuanto
el segundo y cuénto el tercero (Siliceo, 1514, p. 266).

Un bancario tiene dos tipos de cambio: en uno 10 monedas hacen una corona, y en el otro, 20
monedas hacen una corona. Una persona desea cambiar una corona por 17 monedas. ¢ Cuantas monedas
de cada tipo deben darle? (Euler, 1882, p. 202).

Hallese el promedio del peso de cuatro pavos que pesan respectivamente 10 libras, 11 libras, 12
libras y 13e libras (Wentworth, 1900, p. 259)

Un coche recorre un trayecto AB a una velocidad media de 60 km/h, y el trayecto de vuelta a una
velocidad media de 40 km/h. Halla la velocidad media del trayecto (SM. 1998, p. 55).

La nota media de matematicas en la clase de 1° A es 5.4 y la de 1° B es 6.4. ;Cuantos estudiantes
hay en cada grupo si en total son 50, con una nota media de5,88 (Anaya, 2005, p. 104).

Tipos de problemas

La estructura aritmética de los problemas de aligacion y similares es la de calcular un
promedio; esto es, el nimero que en una adicion se puede sustituir por los sumandos sin alterar la
suma, que como se sabe se obtiene hallando el cociente de la suma por el nimero de sumandos.
Segun cudl sea la demanda o pregunta se distinguen dos tipos principales de problemas de
aligacion. Cuando lo que se busca es el promedio la aligacion se llama “medial” y cuando se
buscan los sumandos “alternada”.
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Medial: Se mezclan ¢ kg de café a p ptas. Kg con ¢’ kg a p’ ptas. y con ¢”’ kg a p’’ ptas. (A como
resulta el precio de la mezcla (Garcia, 1959, p. 108).

Alternada. Se quiere formar una mezcla de T kg de café a P ptas. el kg con dos clases distintas. El

precio de la primera es p ptas. el kg y el de la segunda p’ ptas. el kg. ;Cuantos kg habra de cada clase?
(Garcia, 1959, p. 109).

En el contexto de las Aleaciones, estos dos tipos se concretan en hallar la ley de aleacion
de un metal noble (cantidad de metal noble por unidad de peso, expresada hoy en milésimas o
quilates) y hallar las cantidades que hay que fundir de cada metal.

Medial: Se han fundido 2 lingotes de oro: el primero pesa 3 kg., 45 gr., y su ley es 800 milésimas; el
2° pesa 1 kg., 20 gr., y es a ley de oro de 670 milésimas. ;Cudl es la ley de la aleacion? (Dalmau, 1827, p.
172).

Alternada: Un hombre tiene 150 pesos de oro, ley 20 quilates y un grano, quiérele juntar tanta
cantidad de oro, ley 23 quilates y 2 granos, que haga oro de 22 quilates. Preguntase cuanto tomara del de
22 quilates y 2 granos, para que juntos y ligados el oro de ambas suertes, sea de ley 22 quilates (Santa
Cruz, 1625, p. 223 dcha.).

La diferencia entre uno y otro tipo de problema es que el precio medio es lo que se busca
en la aligacion medial y es una cantidad conocida en la alternada; y que las cantidades que entran
en la mezcla y sus precios son cantidades conocidas en la medial mientras que las cantidades que
han de mezclarse, conocidos los precios, es lo que se busca en la alternada. Esta es una de las
razones por lo que se dice de ambos tipos de problemas que son inversos. En la aligacién inversa
también pueden incluirse los problemas en los que se busca averiguar los precios de las
componentes cuando se conocen las cantidades mezcladas y el precio de la mezcla.

En los libros escolares actuales los problemas de aligacion se integran en el bloque del
algebra, en el capitulo dedicado a las ecuaciones primer grado, porque esta es la estructura
algebraica que se desprende al asignar las letras a las cantidades desconocidas en la formulacién
del promedio.

Lecturas analiticas

La resolucion de los problemas de aligacion se sustenta en la condicion esencial de toda
mezcla. Si se atiende a los precios, esta condicion se suele enunciar, diciendo que después de
hecha la mezcla debe resultar el mismo precio que por separado, o lo que es lo mismo, que el
total de las cantidades ha de valer lo mismo antes y después de la mezcla. Mientras que si se
atiende a las ganancias y pérdidas se enuncia diciendo que lo que se gana con el de menor valor
ha de compensar lo que se pierde con el de mayor valor, o lo que es lo mismo, la pérdida que
resulta por la mezcla de unas cantidades ha de ser igual a la ganancia que producen otras.

La lectura analitica de esta condicion da lugar a la relacion entre cantidades (1):
1) Ap + Bg=(A+B)Pn,

Ay B son las cantidades mezcladas, p y g es el precio de la unidad para cada una de ellas y
Pm es el precio medio o por unidad de mezcla.

Lectura analitica de los problemas de aligacion medial o directa

En los problemas de aligacion medial, el promedio por el que se pregunta viene dado por la
razon entre el valor total de las cantidades mezcladas, segun sus precios respectivos, y la
cantidad total de unidades mezcladas.
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Ap+Bq = (A+B)Pr, — Pn=(Ap+Bq)/(A+B)

La formulacion de esta razén es: Para sacar el precio medio se multiplica cada género por
el precio a que se pago, se suman unos con otros los productos; claro esta que su suma serd el
valor de toda la mezcla. Por consiguiente con partir este valor por la suma de todos los géneros,
el cociente seré el precio medio o comun de todos (Bails, 1790, p. 133). La disposicidn practica
puede ser en columnas, como se ilustra en el ejemplo siguiente:

Un logrero ha mezclado 15 fanegas de trigo de a 23 reales la fanega con 12 fanegas de centeno a 19 reales
la fanega ¢a qué precio ha de vender cada fanega del monton para no perder ni ganar?

Las 15 fanegas de trigo y las 12 de centeno son 27 fanegas

15 fanegas de trigo a 32 reales son ... . 480

12 de centeno a 19 reales son ... ... ... 228

Suma. ... ................c. oo ..l 708
Por tanto, pues, 708 por 27, y el cociente 26 1/6, o 26 reales 7 maravedis es el precio a que se podra
vender cada fanega de la mezcla sin perder ni ganar” (Bails, 1790, p. 133y 134).

Al utilizar la letra x para denominar la cantidad desconocida en la relacién (1) (el precio
medio) se obtiene la expresion lineal: Ap+Bg = (A+B)x, de la cual se sigue la férmula que da la
solucion directamente, sin mas que despejar la x y sin necesidad de operarla, por eso este tipo d
problemas de aligacion, que no necesitan una lectura algebraica, se les conoce hoy como
problemas de aligacion directa. Su planteamiento general es en los siguientes términos:

Se mezclan c kg de café a p ptas. Kg con ¢’ kgap’ ptas. y conc’” kg ap’’ ptas. (A como resulta el precio
de la mezcla. Llamemos: x= ptas. que vale el kg de mezcla o precio medio. Cantidad total mezclada
ct+c’+c’’. Valor total de la mezcla (c+c’+c’’)x. Valor de ¢ kg a p ptas. kg cp. Valor de ¢’ kg a p’ ptas. kg
c¢’p’. Valorde ¢’ kgap’ ptas. kgc’’p”’

Ha de verificarse: (ct+c’+¢”’)x =cp +¢’p’+ ¢’’p’’. Ecuacidn literal de primer grado que resuelta da:

Precio medio = x =2X<P*CP (Garcia, 1959, p. 108).

c+c'+c”

Lectura analitica de los problemas de aligacion alternada o inversa

Igual que en los problemas de aligacion medial, en los problemas de aligacion alternada las
cantidades por las que se pregunta se desprenden de la relacion fundamental (1), pero ahora
vienen dadas por la razon inversa de las diferencias de sus precios al precio medio.

Ap + Bq = (A+B)Pp — A(p-Pm)=B(Pm-q) — f = %

En el capitulo 11, apartado 6, del Liber abaci, denominado “de alear dinero”, Fibonacci
introduce esta regla. Primero la enuncia, después la aplica a un ejemplo, justifica el resultado y
finalmente la extiende a otros problemas derivados o subtipos del caso general.

Si se tienen dos dineros, uno de los cuales es mayor y otro menor que el dinero que se quiere obtener, se
puede hacer sin (necesidad de afiadir) ni cobre ni plata, escribiendo debajo de los dos dineros en orden
inverso las diferencias entre las onzas de plata del dinero que quiere hacer con las de los dos dineros.

Por ejemplo, si uno tiene dinero de 2 onzas, y dinero de 9 onzas, con los que 3 4
quiere hacer dinero de 5 onzas. Escribe el 2 y el 9 en una linea, y debajo de ésta Onzp. Onz. P.
y entre ellos escribe el 5, como se muestra [en el cuadro de la derecha]; 9 2
después la diferencia entre el 2 'y el 5, que es 3, se escribe arriba del 9; y en 5

orden inverso, la diferencia entre el 5y el 9, que es 4, se escribe encima del 2,
y tendrés la proporcidn; esto es, que del dinero menor pones 4 partes, y del
mayor 3.
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Tanto como excede la plata en 3 libras del dinero mayor, tanto le falta a la plata en 4 libras del
dinero menor. Asi, por ejemplo, en cada libra del dinero mayor la plata excede 4 onzas, que es la
diferencia que hay entre el 5y el 9; luego en tres libras la plata excede tres veces 4 onzas, que son 12
onzas, y 12 resulta del 3 puesto encima del 9, multiplicado por el 4 colocado encima del 2; y en una libra
del dinero menor la plata se queda corta en 3 onzas, que es la diferencia que hay entre el 2 y el 5; luego en
4 libras del dinero menor la plata se queda corta en tres veces cuatro onzas, que son 12, que es lo que
resulta de multiplicar el 4 esta por encima del 2 por el 3 que esta por encima del 9. Por eso se ponen 4
libras del dinero menor por cada 3 libras del dinero mayor. De modo similar, con cualquier parte o partes
con que se pongan las 4 libras del dinero menor, hay que poner la misma parte o partes de las tres libras
del dinero mayor. La proporcion del dinero menor al mayor ha de ser siempre 4 a 3 (Fibonacci, 1202, p.
238y 239).

Mas adelante, en los libros de los siglos posteriores, la regla se presenta de modo razonado

. ., E . (Pm—q) . . . .
a partir de la proporcion A o) como se muestra en el siguiente ejemplo:
.

¢Cuéantas fanegas de trigo de a 55 reales y de trigo d 47 reales se han de mezclar, para que la fanega
de trigo valga 50 reales?

Sean X las fanegas de trigo de a 55 reales, y las fanegas de trigo de a 47 reales: digo que
X:y::50—47:55-50
En efecto, cada fanega que se tome, para mezclar, de trigo de a 55 reales, produce una pérdida de
55-50 reales; luego las x fanegas producen la pérdida de (55-50)xx reales. Cada fanega de a 47 reales da
una ganancia de 50 — 47 reales; luego las y fanegas dan (50-47)xy reales de ganancia. Mas como
gueremos que el valor total de las fanegas que entran en la mezcla, sea el mismo antes y después de

mezclarse, la pérdida que producen las unas debe ser igual a la ganancia que dan las otras; luego (55-
50)xx= (50-47)xy. De donde resulta la proporcion x:y :: 50-47 :: 55-50 (Cortézar, 1863, p. 163).

Esta razonamiento explica la disposicidn practica tradicional, ya sea en filas (como en
Fibonacci) o en columnas: Se ordenan los precios de las especies 0 géneros, de mayor a menor (0
de menor a mayor), arriba y abajo, o a la izquierda y derecha, del precio medio que estd a la
izquierda en otra columna, o abajo en otra fila. Se ponen las diferencias invirtiendo su posicion, a
la derecha o encima, porque la razon entre las diferencias es la razon inversa que se busca. La
solucion que se obtiene no es Unica, ya que se trata de una razén.

En columnas En filas
p|Pn—Qq Pmelpreciomedio P,-q p-Pp
Pm p el precio mayor
q | p-Pmn qelpreciomenor p q
Pum

Cuando la mezcla es de méas de dos componentes se reduce el caso al de dos, para lo cual
se hallan “por la regla anterior las cantidades que se deben tomar de dos especies cuyos precios
comprendan al precio medio; se hallara igualmente las cantidades de otras dos especies cuyos
precios comprendan al precio medio; y asi se continuard, hasta que se conozcan las cantidades
que deben tomarse de todas las especies” (Cortazar, 1863, p. 167). Por ejemplo, si son tres las
componentes, habria dos cuyo precio seria mayor o menor que el medio. Se toman las
diferencias que van de cada precio particular al precio medio y se apuntan alternadas, a la
derecha de las componentes. Cuando al lado de un precio hay varias diferencias, se suman. En el
caso de que haya dos precios menores que el medio la razén de las cantidades que hay que tomar
es la de la tabla siguiente:
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Pa (Pm'Pb)+(Pm'Pc)

Py | PuPn

PC Pa'Pm

(Pm — Pb) + (Pm — Pc)
Pa—Pm

Los ejemplos siguientes ilustran los casos de tres y cuatro componentes

Supongamos que hay tres clases de te: uno de a 80 reales la libra, otro de A
a 60 reales y otro de a 57, y que se pregunte en qué razén se han de mezclar para 80 ... 12+15
gue se pueda vender a 72 rs. la libra. Dispondremos los términos en esta forma 72
(A) y hallo que por cada 8 libras de a 60 y de a 57 que mezcle, deberé mezclar 60...8
27 del de a 80 rs. (Vallejo, 1821, p. 321y 322) 57...8

¢Cuéntas libras de café de a 11 reales, de a 9 reales, de a 6 reales, de a 5 reales y de a 2 reales se
deben mezclar, para que resulte café a 8 reales?

11...... 2. 6 Resulta que se pueden mezclar 2 libras de a 11 reales con 3 libras de 6
9. il 3 reales, y se tendran 5 libras de a 8 reales; 6 libras de a 11 reales con 3 libras
8 de a 2 reales, y se tendran 9 libras de a 8 reales; 3 libras de a 9 reales con 1
6.......3 libra de a 5 reales, y se tendran 4 libras de a 8 reales. Luego mezclandolas
5. 1 todas, tendremos 18 libras de a 8 reales (Cortazar, 1863, p.167).
2 ..

Al asignar las letras x, y, ... a las cantidades que se buscan, de la relacién fundamental (1)
se sigue la ecuacion lineal que resuelve el problema:

px +qy = (x+y)Pm ; (p-Pm)x=(Pn-q)y
La lectura analitica de esta ecuacion lineal dice que las cantidades de los componentes de
la aligacidn estan en razon inversa o alterna a las diferencias entre los precios y el precio medio:

Xly=(Pm-0)/(p-Pm)

En consecuencia, si no se aportan mas datos el planteamiento general de la aleacion
alternada es indeterminado, ya que admite una infinidad de soluciones. Para que estos problemas
sean determinados se necesita aportar datos adicionales al enunciado, lo que se puede hacer de
dos maneras: si el dato adicional es la cantidad de algunas de las componentes la aligacién
alternada se Ilama parcial, y si se el dato adicional es la cantidad total de la mezcla la aligacion se
Ilama total.

Aligacion alternada o inversa Total y Parcial

En la Aligacion Total se trata de determinar las cantidades en que entran los componentes
de la mezcla conocidos los precios de las componentes, el precio medio de la mezclay la
cantidad total de la mezcla. En la Aligacion Parcial se trata de determinar la cantidad con que
entra una de las componentes de la mezcla, sabiendo los precios de las componentes, el precio
medio, y las cantidades con que entran el resto de las componentes.

Comunicacién X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Los problemas de aligacion 9

Total. De pélvora de 8 grados, de 5y de 3, se quieren hacer 68 arrobas de a 7 grados: se pregunta
lo que se ha de poner de cada una (Justo, 1782, p. 145).

Parcial. Un tratante quiere mezclar 10 fanegas de trigo de a 60 reales la fanega con trigo de a 42
reales y trigo de a 28 reales la fanega para vender el monton a 48 reales la fanega, ¢cuantas fanegas de
cada una de las ultimas suertes de trigo han de entrar en la mezcla (Bails, 1790, p. 138).

La lectura aritmética de los problemas de aligacion parcial y total combina el
procedimiento general con dos 0 mas reglas de tres, porque en estos casos hay que prorratear
(repartir proporcionalmente) la cantidad total o parcial conocida en la razon en que entran las
cantidades en la mezcla.

Total. De polvora de 8 grados, de 5y de 3, se quieren hacer 68 arrobas de a 7 grados: se pregunta
lo que se ha de poner de cada una. Comparo los términos como aparece y se ha dicho, y tendré

8 ... 2 y4 = sumando las diferencias, 8 arrobas de 7 grados, compuestas de 6 arrobas de 8
6 grados, 1 de 5, y otra de 3; pero como no han de ser 8, sino 68 las que se han de
7 hacer, formaré esta regla de tres: 8 suma de las diferencias, a 68 cantidad que ha de
resultar, asi cada diferencia a la cantidad que se ha de tomar, esto es: 6 : x=51; 8:
68::1:x=8%; 1:x=8% (Justo, 1782, p. 145)

Parcial. Un tratante quiere mezclar 10 fanegas de trigo de a 60 reales la fanega con trigo de a 42
reales y trigo de a 28 reales la fanega para vender el monton a 48 reales la fanega, ¢cuantas fanegas de
cada una de las Gltimas suertes de trigo han de entrar en la mezcla.

5.
3...

OO‘,_,_.

60 6 20 26 Digo, pues, 26:10::12:R,0 13:5::12: 4™ 7° Entraran por lo
48 mismo en la mezcla 4 fanegas y unos 7 celemines (Bails, 1790, p. 138).

42 12 12

28 12 12

La lectura algebraica de estos problemas elude el prorrateo al incorporar directamente a la
ecuacion el dato adicional. En la aligacion total esto da lugar a un sistema de dos ecuaciones
lineales, inmediatamente reducible a una sola ecuacion lineal:

px + qy = (X+Y)Pn ; x+y=C — px + q(C-x) = CPy, (siendo C la cantidad total)

El siguiente ejemplo tomado de Stifel (1544) ilustra el procedimiento presentando los datos
tabularmente, tal y como se acostumbraba hacer en el siglo XVI.

Se tienen dos clases de vino, una vale a 12 d [la unidad de medida], y la otra a 15 d [la unidad de
medida]. se quieren mezclar para que valgan 13 d [la unidad de medida]. Pregunta. ;Cuanto vino hay que
poner de cada clase? Haz x la cantidad de vino de una clase, la otra sera 1-x. Disponlo todo como en el
ejemplo (Stifel, 1544, p. 266 dcha.). [Nota: Obsérvese que Stifel toma la cantidad total igual a 1].

cant cant

1 12 X Hace 12x

1 15 1-x  Hace 15-15x
De 12x + 15-15x = 13 sale x=2/3

1 12 2/3 Hace8
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1 15 1/3 Haceb

El planteamiento general de los problemas de aligacion total es en los siguientes términos:

Total. Se quiere formar una mezcla de T kg de café a P ptas. el kg con dos clases distintas. El precio
de la primera es p ptas. el kg y el de la segunda p’ ptas. el kg. ;Cuantos kg habra de cada clase? Llamemos
X = namero de kg que hay de la primer. NUmero de kg que hay de la segunda T — x. Valor total de la
mezcla TP. Valor de los x kg a p ptas. kg. xp. Valor de los (T-x) kg a p’ ptas. kg. (T-x)p’.

Ha de verificarse, TP = xp + (T-x)p’. Ecuacion lineal de primer grado que resuelta da:

ot
TP=xp+Tp +xp > X= %. Conocido x se calcula T-x (Garcia, 1959, p. 109).
En la aligacion parcial la ecuacion se obtiene directamente:

Parcial. ¢ Cuantos litros de vino de 3 euros/L hay que mezclar con 40 litros de vino de 2 euros/L
para obtener vino a 2,75 euros/L. Sol. 3x+40-2=(x+40)-2.75, x=120 litros de a 3 euros/UL (MacGraw-
Hill, Matematicas. ESO adultos)

A menudo los problemas de aligacidn presentan una interminacion aparente, ya que se
plantean con un sistema de ecuaciones de mas incognitas que ecuaciones. Es el caso del siguiente
ejemplo:

Cierto obispo ordend repartir 12 panes entre el clero. Previ6 asi que cada sacerdote recibiera dos
panes; un didcono medio y un lector la cuarta parte. Obrando asi el nimero de clérigos y de panes resulta el
mismo. Diga, quién quiera, ;cuantos sacerdotes, diaconos y lectores debe haber? (Alcuino, 47, 804, p.
1155). [La lectura analitica da lugar a un sistema de dos ecuaciones que tendria infinitas soluciones:
X+y+z7=12; 2X+y/[2+7/4=12 — 2X+Yy[2+(12-X-y)/4=12 — 7Xx+Yy=36 si no se tuviera en cuenta que X, y, z
son enteros <12; x=5, y=1, z=6]

Epilogo

Los problemas de aligacién parecen tener cada vez menos importancia en la ensefianza
actual, tal vez porgue es obvio que los contextos de compra-venta de productos que se mezclan
para obtener otros de un precio medio y las aleaciones de metales ya no son forman parte de la
vida diaria, ni son de interés para el curriculum obligatorio; sin embargo estos dos contextos
clasicos perduran en los libros de texto actuales. En cualquier caso, el hecho es que hay otros
contextos més cotidianos, méas cercanos, o del &mbito de las ciencias, en los que es necesario
saber calcular el promedio o aplicar los métodos de la aligacion inversa, para ello, es necesario
tener presente la condicion fundamental de los problemas de aligacion y saber hacer su lectura
analitica, porgue en ella se sustenta su enfoque de resolucién, ya sea aritmético o algebraico.

Como se ha intentado mostrar en esta comunicacion, el andlisis historico epistemoldgico ha
sido la metodologia apropiada para revelar la riqueza del conocimiento matematico que en
relacion con los problemas de aligacion ha configurado la humanidad.

Con ello se ha pretendido aportar generalidad y claridad metodoldgica para el provecho de
los profesores. Ahora su reto es mantener viva esa riqueza de conocimientos, evitar que caiga en
el olvido, y aprovecharla, adaptandola a las caracteristicas de los estudiantes, de las necesidades
de la vida y del curriculum actual, para la mejora de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas.
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