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Resumen

Uno de los conceptos mas finos del analisis matemés el de infinito y uno de los
primeros en estudiarlo fue Georg Ferdinand Ludviigjf?Cantor en una época de
creencia generalizada que solo Dios podia hablaHdg de la nada. Para analizar
este concepto, en el desarrollo de la asignatunmeteia de transformaciones, del
programa de Licenciatura en Matematicas de la Usitkad de Narifio, se realizaron
una serie de actividades, indagaciones, experiragntonstrucciones, con
fundamento tedrico en la transformacion de semejdenominada homotecia y el
apoyo del software de geometria dinamica CABRjuk con soporte enteramente
visual permitieron desarrollar los conceptos dmitd y de serie infinita. En esta
presentacion se sintetizan los esfuerzos realizawnlesta direccion.

Palabras claveArea, Homotecia, Serie, Serie geométrica, cormpés, estandares.

Planteamiento del problema

Al interior de la malla curricular del programaldeenciatura en Matemaéticas, de la
Universidad de Narifio, se encuentran asignatulasioeadas con las areas de analisis y de
algebra y geometria tales como analisis matematigebra lineal, geometria analitica y
geometria de transformaciones, entre otras. Daddoglobjetos de estudio de estas tienen
grados diferentes de abstraccién no es facil htdlaas que puedan tratarse conjuntamente a
pesar de la fuerte interrelacién que tuvieron astass del conocimiento en su origen, sin
embargo el estudio del concepto de infinito y deeseconvergentes permitio establecer la
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conexion entre la geometria y el andlisis, paubd se utilizaron conceptos basicos de
geometria de transformaciones y la potencialidagdafevare de asistencia geométrica CABRI.

En este caso, se aprovecharon los conceptos deadoagde area de un cuadrado para
seccionarlos en cierto nimero de partes que vatupiendo una serie y a partir de ello se
generaron las actividades propuestas las cualeml@egtablecer procedimientos generales de la
actividad matemaética, en particular, la formulactbatamiento y resolucién de problemas, el
razonamiento y complementariamente, la solucigprdelemas de construccion (Estandares
basicos de Competencias, Ministerio de Educacianaddal, 2006). En modo amplio, el
problema estudiado esta constituido por las foressstablecer disefios geométricos que
induzcan el infinito, como problemas de construccgue representen series geométricas
convergentes y sobre los cuales, el estudianteidfhe la serie representada y su
correspondiente valor de convergencia.

El modelo didactico seleccionado para disefardaategias a emplear y problemas a
proponer y resolver es el estudio de clases; esdwgido este modelo puesto que indaga sobre
el método de enseflanza mas eficiente y la mejoeragara orientar las clases, permite las
criticas y sugerencias mutuas entre un equipoafegmres colaboradores con el fin de
incrementar la calidad de la actividad profesiatwadente.

Ahora bien, las actividades de aprendizaje estalalecestuvieron mediadas por la
utilizacion de un CAS (Computer Algebra System, u siglas en Inglés) de asistencia
geomeétrica, pensando en que su mediacion perntiteiaslos objetos desde otros angulos,
posibilitan superar las dificultades en el aulamprender conceptos tales como infinito o series
convergentes para que no queden referidos a simgpesulaciones teoricas. El uso de sistemas
computacionales permite:

* Reducir el tiempo y la atencion dedicada al deiarde las habilidades de calculo y
construccion, dejando espacio para realizar maysis en la asimilacion de los procesos
y en la comprension de los conceptos y su correleote analisis.

 Ultilizar el sistema como elemento de motivaciongcomo centro del aprendizaje, puesto
gue relega al computador el trabajo de exactitpoegision alrededor de construcciones
robustas y en ellas quedan contenidas las diferenta&initas posibilidades de
dimensiones sobre las figuras objeto de estudisetido de la vista juega un papel
importante dando lugar al andlisis y el razonami@atra establecer las reglas que rigen las
medidas en la construccion.

» En el caso particular del software que se usa ergariencia, simula la utilizacion de
instrumentos fisicos como el compas y la reglag penvierte transformaciones como la
homotecia, la inversion, el concepto de lugar genawéy otras, en instrumentos de alta
precision que se pueden utilizar en la resolucéprdblemas. En adicion a esto, también
posibilita la construccion de otros elementos denados macro-construcciones y que se
convierten en herramientas propias de cada usderi@curso, cuando se trata de un
elemento de uso repetitivo.

Complementariamente, el sistema computacionatatib, CABRI Il es excelente y se
mantiene en proceso de evaluacion, como conseeuéadd cual estad en constante
mejoramiento, tal es el caso, por ejemplo, dedaugjion de construcciones que requieren de
intersecciones de puntos entre lugares geométpoolslema que los creadores de Cabri han
venido superando constantemente. Es de anotal gak@o de puntos de interseccion resulta,
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en opinion de expertos en geometria computaciehptpblema mas complejo que tiene todo
software de geometria dinamica.

Conjugar en la clase de mateméticas tanto los spEdricos como experimentales en el
guehacer docente dentro del programa de LicenaiatuMateméticas de la Universidad de
Narifio proporciona técnicas y teorias de las gsiéuturos profesionales de la educacion
matematica seleccionaran las apropiadas para amaigas propias estrategias personales,
consolidar su impronta profesional y de hecho eumgobjetivos establecidos en los Estandares
Basicos de Competencias sefialados por el Minigderieducacion Nacional y en consecuencia,
el proposito de la ponencia es, presentar alguadssdresultados que se dirigen a esa labor.
Desde este punto de vista, los programas de ligeemas en todas las ramas del saber deben
procurar ejemplos de estrategias didacticas, cantjue permitan atrapar el conocimiento de
mejor manera para que el mismo se pueda interiwakacen la solucién de problemas de
diferente indole. Lo cierto es que en la vida de persona resulta imposible saber en qué
preciso momento un determinado conocimiento dgtgede aplicarse, pero de hecho, en el
campo profesional docente, todo tipo de conocirnieaede resultar coyuntural y ain mas, no
se descarta que su aplicacion en la solucion geabiema se dirija al estudio de un objeto que
en apariencia no se liga, no hace empatia con@mwno de solucion.

En el aspecto tedrico, la experiencia centra sioaacen la estrategia denominada estudio
de clase, técnica escolar de amplio uso en el Jéponal se puede considerar, resumidamente,
como una investigacion que tiene como objeto Isectaisma, se compone de tres etapas basicas
gue se describen brevemente méas adelante. Ung desldtados importantes del foro mundial
de educacion celebrado en Dakar en el afio 200@ y quiestro juicio sigue vigente, es que la
asistencia a la escuela por parte de los nifiosanpae si sola importante sino que mas bien, la
importancia radica en que la escuela es el mdjorgara aprender. En el acta de cierre del foro
mencionado se indicO que la meta educativa paraagiadad internacional era la de una
educacion de calidad para todos. En este senpidoge@e como obligacion moral elevar la
calidad de cada uno de los procedimientos escolarestudio de clases lo permite pues es un
método con el cual el personal docente realizanae las formas de impartir y distribuir el
conocimiento. Sus tres momentos fundamentales®aneacion, Ejecucion y Evaluacion, los
cuales se describen brevemente enseguida.

La Planeacion comprende la seleccién de un probémralacion con el aprendizaje de los
educandos, el estudio reflexivo del mismo desdadpectos tedricos, didacticos y curriculares y
la seleccion, indagacion, investigacion y prep@mdie los materiales didacticos que pueden ser
tedricos, fisicos o practicos y en la que tambabressalen los procedimientos didacticos y las
estrategias a emplear.

La Ejecucion es la etapa en la cual la clase ptinsa desarrolla en el aula con el grupo de
estudiantes y esta puede ser asistida por el egogeEnte que participd en el disefio de la
misma.

La fase de Evaluacion esta referida a una reflegitire el colectivo docente en la que
aparecen observaciones, opiniones y sugerenciastogo esto, el personal docente hace un
estudio positivo de la clase y lleva diariameniz practica el progreso de la misma.

En sentido practico, los elementos basicos cotistide las clases son los estudiantes, el
colectivo docente y los materiales didacticoszddios. Los estudiantes fueron los veinte jévenes
del sexto semestre del programa de licenciatuMatematicas de la Universidad de Narifio que

Comuricacion XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 201



Series infinitas convergentes en la geometria tiaté 4

en su pensum escolar deben estudiar geometriardgdrmaciones; se reconoce que han hecho
un recorrido por los conceptos tedricos suficieptas desarrollar la experiencia. Los profesores
acompanfantes fueron del equipo adscrito al progaema licenciatura que conforman al area de
algebra y geometria. Es de anotar que los profesimledepartamento se dividen en cuatro
grupos: area de analisis, area de algebra y gelamé@tea de estadistica y area de educacion
matematica. Los profesores que pertenecen al éralgebra y geometria son los que ofrecen
todos los cursos relacionados con esta y que séi@sten la licenciatura. En este trabajo, el
material didactico que se ha utilizado lo consgtujos equipos computacionales, el software de
asistencia Cabri Géometre y cada uno de los ejsneplastitutivos de la etapa inicial de la
experiencia. De hecho, también aparecen como iiegred constitutivos de los materiales, el
conjunto de explicaciones y pistas contempladdesgjemplos iniciales.

Entre el material didactico a emplear como media@ébconocimiento esta Cabri
Géometre que es un software de asistencia geométryo nacimiento esta en el laboratorio
docente de ayudas didacticas dirigido por el pmfdsan Marie Laborde en la Universidad de
Grenoble en Francia. El software corresponde iaém|denominada geometria dinamica y
sugiere construcciones robustas cuyas caractesgsticequisitos perduran a pesar del arrastre
gue se aplique a elementos basicos e iniciales danistruccion. Desde la aparicién de este tipo
de sistemas computarizados, el estudio de la gei@setha reanimado y su utilizacion crece de
manera lineal en diferentes paises del orbe. Easel de Colombia, en particular, a partir del
2008 se constituyo un equipo liderado por la parfe#\na Celia Castiblanco en torno del
manejo de la Calculadora T1 98-plus que contiemsiores resumidas de Derive y de Cabri y
son varias las universidades que han configuradotes en los que circulan experiencias
centradas en software de geometria dinamica.

Fundamentacion tedrica

En los Estandares Basicos de Competencias (MimmigsterEducacién Nacional, 2006) y en
los Lineamientos Curriculares se vislumbra conid#at el papel que desempefia el estudio de las
operaciones, en especial la adicion de nUmerosabesy enteros y racionales (fraccionarios en
general), pero en el caracter practico se detierseimas finitas. Tal es el caso, por ejemplo, de
las sumas parciales de la serie natural que cgestrlps nimeros triangulares o de las sumas
parciales de los cuadrados perfectos y otras sdenasries de potencias. Pero de ninguna
manera se preocupa por estudiar series de infisibogndos, sobre todo de aquellas que son
convergentes. Sin embargo, se explican por raatidasticas las famosas paradojas de Zenén
como la de Aquiles y la tortuga o el de la flecha giempre recorre la mitad de lo que falta y en
consecuencia jamas llega a su destino, paradogagrqporcionan elementos basicos, que
permiten en el aula de clase reconocer patrongsades en el infinito y en consecuencia,
conjeturar, experimentar, generalizar y constiimias geomeétricas, entre otros, que como en la
teoria de fractales, sefialen el camino hacia sinfiagas de areas que resultan convergentes.

Es un hecho claro, que la generalidad de los ppodesie matematicas desconocen de
variadas estrategias que motiven hacia el aprgedizaplicacion de las operaciones aritméticas
y matematicas. Por ejemplo, hacen poco uso dedgsplades al realizar los calculos y dejan de
emplear aspectos inherentes a las actividadedeog@nerales que en el fondo son aplicaciones
aritméticas. Por ejemplo, los almanaques y calévslae forman en un sistema modular
aritmeético, entre seis numeros del uno al diez gierhay dos con suma once, entre cinco
nameros cualesquiera se encuentran tres cuya sudiasble por tres. Estos ejemplos, siendo
de corte finito, consolidan alternativas dirigi@daalgo, que incluso a los matematicos, parece
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asombroso: la posibilidad de que infinitos sumarfohi®s tengan como suma otro nimero
finito. Justo, esta experiencia se detiene en tomstjemplos en los que se perciba de manera
directa el como sumas infinitas producen un narfiero.

Complementariamente (Bailey & Borwein, 2001) vatida utilizacion de la tecnologia
computacional...con el propdsito de explorar la estinas matematicas, de examinar
conjeturas...” (p. 123), ademas pueden utilizarseetamjetivo de cimentar bases solidas y
l6gicas sobre conceptos centrales del analisis @moncepto de infinito, lo cual confirma que
el trabajo experimental complementado con la furetdation tedrica proporciona el marco
conceptual alrededor del cual se desarrolla esfupsta. En este sentido, la tecnologia se
convierte en una herramienta que permite ver eldmae los conceptos de modo diferente y en
consecuencia, amplia las formas de estudiar elcimiento. Es conocido que el infinito es un
concepto, una idea que no puede manipularse cooipuddmente y en consecuencia, un
software de asistencia computacional tan solo psedeaar. Esto explica la riqueza de la
experiencia, pues se fija en establecer ejemplesigdorma evidente procuren la formacion del
infinito. Al respecto, la formacion del concept@epede a etapas constructivas de caracter
inductivo pues la mayoria de los ejemplos se furedteiam en elaborar homotecias de manera
iterativa. Es de recordar que la esencia del tofitnasciende al de niamero, pues si a un niamero
se le suma uno cambia su naturaleza, en cambliin§indo se le suma uno, su esencia
prevalece.

Como se indica en los ejemplos iniciales mas atkslanbien, la iteracidn es finita, la
evidencia deja al cerebro lucubrar hacia el irdinks el gran significado de los procesos
inductivos y de lo que en términos generales cuystin los métodos de induccion matematica y
el método de induccion completa. El infinito esconcepto fino y dificil de arraigar, el infinito
no es un numero y si bien, dentro del conocimigetumeétrico se escinde en el infinito potencial
y el existencial, en el campo analitico parecemitais tipos de infinitos dentro de los cuales, los
primeros y mas pequefos se corresponden con lmakddd de los nUmeros naturales y el otro
con la enumerabilidad del continuo o con la caldiad de los irracionales o reales. De alli en
adelante va subiendo la escala de infinitos, remiéddose a un tamafo mayor con solo tomar
la cantidad de subconjuntos que posee cada comuntérico en el infinito base. Por ejemplo,
la cardinalidad de los naturales es aleph ceradg Isus potenciales subconjuntos es igual a la
potencia de dos a la aleph cero que entrega éi alep, también denominado continuo. Estos
aspectos aluden a las dificultades propias delegingy por ello resulta sorprendente que se
puedan sumar infinitos términos y que su sumaas®hién finita, por ejemplo, que no vaya mas
alla de la mitad de uno.

Disefio y metodologia

El propdsito fundamental de la actividad fue epdgponer situaciones que generaran
sumas infinitas convergentes a partir de las gesefyproporcionando el profesor como ejemplos
y que fueron aumentandose en la medida de queestuglio de clase, los colegas discernieran
otros y nuevos ejemplos. De hecho, la cantidadoleuestas sobre series infinitas convergentes
motivé a los estudiantes sobre el estudio de lagerra en particular y en especial el concepto
de fractal que aparecio en una de las clases gpekemental entre ellos que es de la homotecia
centrada en un punto y con un factor de escal&elbko, aparece una pregunta de si es factible
gue dada una fraccion propia, se pueda constraisuoesion infinita de figuras semejantes cuya
area total converja a tal nimero. Esta es una pta@bierta y se convierte en un acicate de
importancia que valida por si sola el estudio dseljue se presenta en este trabajo y cuya
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respuesta se sabe positiva dentro del area détianpero que concentra gran esfuerzo de
construccion dentro del modelo de la geometrigsaat. Igualmente importante, es la aparicion
de la pregunta sobre la suma de los perimetraasdigguras, primero la indagacion respecto de
la convergencia de la suma de perimetros y luede ku calculo. Sin embargo, esta inquietud
dej6 de tratarse dentro de la experiencia y sa lbevno fuente de indagacion y de constatacion a
una nueva. Lo cierto es que, en el desarrollo@pisiogico de la relacidon entre el érea y el
perimetro, ha aparecido en diversos pueblos etiigema de que el perimetro es una buena
prueba para el area. Contrario a lo que realmertiede, figuras de gran perimetro puede tener
un area reducida y menor que otras. Este paradignsalo encontrado entre los griegos, por
ejemplo y en varias experiencias de capacitaci@énlapiautores han desarrollado con algunos
pueblos indigenas de nuestra region, por ejempldasoque habitan la comarca de los Pastos en
Cumbal, Narifio, Departamento situado en el suraleribia.

Como lo hemos mencionado, en la metodologia detliestle clase, el desarrollo de la
clase no termina con su imparticion, ni la instrdodermina con la capacitacion recibida por los
estudiantes, como se ha indicado, suelen apargesryodiversas inquietudes que movilizan el
conocimiento. Es el modo en que suelen aparecetiozees, inquietudes, intereses, aplicaciones
gue van mas alla de las expectativas docentes.

En este estudio de clases se revisaron temas imbgr@ mismo como parte sustantiva de
los recursos o materiales didactico tales como:

* Sumas parcialeExisten secuencias conocidas que producen fésnpalaa el calculo de
progresiones aritméticas y geométricas, como lagiaimeros triangulares que se
corresponden con las sumas parciales de la s¢umha las sumas de la secuencia de los
impares cuya solucion esta referida a los cuadrpedsctos, o las sumas de la secuencia
de cuadrados perfectos.

» El concepto de infinitoEste concepto que subyace en el analisis, tarsbiéavisa a la luz
de la geometria como existencial y potencial, déraondo en primera instancia a través de
una biyeccion entre un segmento y una recta, guéds objetos tienen la misma cantidad
de elementos y en cuanto a lo potencial, subrayahsiegundo postulado de Euclides
referido a que un segmento puede extenderse plgucera de los dos extremos siempre
gue se requiera.

» Series infinitasAqui se trato la demostracion de la condicioresata para que una
progresion geométrica sea convergente y que singpliEnasegura que la razén de la
misma debe estar entre menos uno y uno.

+ Area de figuras plana€n particular, el area de rectangulos, cuadrgdoéngulos. Este
concepto ha requerido profundo analisis epistenadogiscusiones que escapan los
objetivos de esta experiencia.

* Homotecia Como herramienta de la geometria transformacipak consigue la
construccion inmediata de figuras semejantes & pl@run punto que es el centro de la
transformacion y un factor que se corresponde oarreduccion si es menor que uno o
con una ampliacion en caso contrario.

* Macro-construccion. Es una herramienta que surge daiéisitde uso con caracter
repetitivo y que se establece a través de pasasmados dentro del camino légico
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sugerido por Euclides. Si el software revisa qeeplmsos de una construccion carecen de
esa conexion logica, no permite que la misma serm@ie como macro-construccion.

Ejemplos de recursos didacticos

La idea central de construccién de fraccioneswesrae series infinitas inicia con la
adopcion de poligonos regulares que se toman deuarey que se diseccionan via homotecia en
partes cuya suma de las areas se correspondea soma de los término de una serie
geométrica. Por ejemplo, al uno es facil llegarefiriéndose a capacidad, vamos llenando una
cantina con la mitad del liquido que hace faltagampletarla. O lo que es lo mismo, se puede
completar al infinito el &rea de un cuadrado, seabdo la mitad de lo que siempre hace falta tal
y cOmo se muestra a continuacion.

Figura 1.Convergencia a uno a traves de la mitad.

Un segundo ejemplo lo constituye el tomar cuartatep de las cuartas partes de una
unidad con lo cual se completa una tercera paneske ejemplo, se ve el como lo visual brinda
una ayuda ejemplar al razonamiento. En la figuse2nuestra la seleccion de las cuartas partes
de una cuarta parte en lo faltante que al infiprtuce en total un tercio y en la figura 3 se
evidencia que en efecto es lo mismo que tomarrgsgartes, asi el total de lo que se toma es
una tercera parte del todo.

Figura 2. Convergencia a un tercio a través de cuartasqarte

A continuacion, la misma construccion via tercgases.
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Figura 3.Convergencia a un tercio a traves de tercerasgart

Unida a la forma de llegar a la tercera parte daidad con el agregado de cuartas partes,
se propuso un ejemplo dinamico a través de unaaerdeslizamiento que se puede construir
en Cabri como aplicacion de una regla de tres siniptcta. El ejemplo indicado en la figura 4
presenta cuatro momentos que se reducen finalmdateuma infinita que inducen los ejemplos

ly?2.
h'f g

M

Figura 4. Otra convergencia a un tercio a través de cupsedss.
Logros y dificultades evidenciadas

Logros. A través del uso de herramientas computacionalesrsgguié una adecuada
interpretacion de los materiales didacticos. Lesnglos se iban constituyendo en material que
se visibilizaban de forma tal, que aparecian dadomatural las argumentaciones analiticas de
los resultados. De este modo, la evidencia deslmgtados, como sumas de series infinitas,
animaron la consolidacion de otros ejemplos y naotim la construccion de los mismos. Estas
evidencias geomeétricas suscitaron buen aprovechtomaaimando a la indagacion analitica de
los hechos, los cuales, en el fondo, tratan de saw®aominadas progresiones geometricas que
son convergentes bajo requisitos fijos de la raioambio.

Las respuestas iniciales a las actividades progsi@st fueron del todo satisfactorias, pero
mediante el andlisis y la discusion del trabajdéizado en los grupos aparecieron construcciones
gue se aprovecharon de manera adecuada. En ettegduasunto del debate entre los colegas
de lo examinado en clase, consiguid enriquecexgdarencia pues aparecieron resultados que se
corresponden con el modelo de la geometria arsaptica series infinitas cuya razon es
cualquier real entre menos uno y uno. De modo egta,discusion o debate, no solo enriquece
en si mismo a la experiencia sino que acude a farmaquipo docente mas fuerte, seguro y
homogéneo lo que de manera tacita clasifica sst#ucion en unos niveles altos frente a su
guehacer.

A nuestro juicio, los aspectos mas importantesiggan a la aparicion de otras inquietudes
sobre la misma tematica. La experiencia se cenbtitesel concepto de area de figuras regulares
y acotadas y no sobre las sumas infinitas de sim@ieos. En este sentido, experiencias como
esta resultan formativas, pues la intencion dedaela no solo es la de forjar imdgenes mentales
de lo que es el mundo y el hombre, sino tambi@&® lgue los estudiantes por su autonomia sean
capaces de organizar sus propias preguntas.

Dificultades. La Unica dificultad que se avizora en el trabajoefiere a su riqueza
propositiva y es la pregunta de si es factible tairsun ejemplo evidente, dentro de la
geometria sintética que muestre una serie infautevergente en un racional previamente fijado.
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Esta dificultad de planear una construccion elealente logre dar respuesta a la
inquietud, es por si sola un gran objetivo dadounpeede las funciones sustantivas de la escuela
no radica en llenar de conocimientos a las pers@ahgscomo si fueran unas alcancias, sino de
indicar caminos que consoliden, como ya se dijorghnizar sus propias preguntas.

Conclusiones

La actividad realizada contenida en el modelo tiedes de clase fue enriquecedora pues
permitio inter-relacionar los conceptos que atdismunos al area del andlisis y los otros
correspondientes con el modelo de la geometriétgiat La experiencia generd otros y diversos
conocimientos al tiempo que fomento el trabajo rep@, su aspecto colaborativo y puso en
accion al grupo docente dignificando y dandoleiderd la profesion docente.

Es necesario considerar la importancia de la gediébdocente en el aula de clase en la
busqueda de actividades que generen ambientesatelgaje y en las cuales los estudiantes
exploren, interpreten, argumenten, propongan atmas y cuestionen la practica educativa. En
este estudio de clase, se mostréo como el equipmtidfuega un papel protagonico
representando el papel principal, pues prevé difidas, modifica sus propias capacidades, toma
medidas frente a las dificultades previstas y deBarsu propia capacidad de equipo, elevando a
la vez las capacidades y competencias de cadaeusisdmiembros.
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