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Matematica a ensefiar o para ensenar: el caso de las fracciones

Resumen

La ensefianza de la matematica siempre ha estado en el centro de atencion debido a que los resultados
respecto a la adquisicion de habilidades y competencias matematicas de los estudiantes que transitan el
sistema educativo no son los esperados. Las investigaciones sobre esta problemdtica han comenzado a
focalizarse en la construcciéon de un conocimiento matematico profesional necesario para buenas
practicas docentes. En este trabajo presentamos un estudio sobre el concepto de fraccion estableciendo
relaciones directas con las estructuras matematicas fundamentales explicitando la constante tension que
existe entre la matematica a enseflar (matematica escolar) y la matemadtica para ensefiar (matematica
profesional) a modo de aporte para la discusion sobre la construccion de saberes profesionales en la
formacion docente.

Palabras claves:matematica para ensefiar, matematica a ensefar, fracciones, saberes
profesionales.

Abstract

Mathematics education has been always at the center of attention due to the fact that results of the
acquisition of abilities and competences of students during their scholarisation have not been what they
have expected. Research on this problem has begun to focus on the construction of professional
mathematical knowledge necessary for good teaching practices. In this paper we present a study of the
concept of fractions and its relation with fundamental mathematical structures uncovering existing
tensions between the mathematics to teach (elementary mathematics) and the mathematics for teaching
(deep mathematics) as a tool for constructing professional knowledge for pre- and in-service teachers.

Keywords:mathematics to teach, mathematics for teaching, fractions, professional knowledge.
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La atencion a la problematica de la ensefianza de la matematica desde la segunda mitad del S XX
se ha centrado en los problemas asociados al aprendizaje de los alumnos (Ernest, 2010; Godino,
2010). Sin embargo, los resultados de los cambios introducidos en los sistemas educativos
guiados por dichos constructos tedricos no han sido los esperados (C. Bosch, Alvarez Diaz,
Correa, Druck, & McEachin, 2010, pp. 19-28). Una de las razones es que las practicas docentes
no han sido consecuentes con los cambios socio-culturales que la escuela esta transitando
(Artigue, 2012, p. 21).

Las practicas docentes involucran no solo saberes especificos a la matematica sino ademas
saberes historicos, sociologicos, culturales, epistemoldgicos, pedagdgicos, didacticos, metodo-
logicos y éticos, que sumado a los problemas propios de la adquisicion de saberes, convierte a la
formacion de docentes en matemadtica en un problema altamente complejo. Especial atencion se
ha puesto en los ultimos afios en Argentina (CUCEN, 2011; INFOD, 2007) sobre los saberes
profesionales que debe adquirir un docente en formacion, a través de la elaboracion de
estandares de calidad para las carreras de formacion de docentes en matematica. De estas
politicas publicas surge la necesidad de generar espacios de reflexidon y produccion de
dispositivos de desarrollo profesional para los docentes en matematica que tengan en cuenta los
aspectos disciplinares, metodologicos y éticos subyacentes en la toma de decisiones que a diario
deben hacer en sus précticas, permitiendo ademads el estudio de las condiciones de viabilidad y
evolucion de los mismos en los distintos dmbitos en los que el profesor debe desarrollar su
practica profesional en lo que refiere a la evolucion de la matematica como disciplina cientifica.
La tarea docente se caracteriza por la constante toma de decisiones acerca de qué ensefiar, como
hacerlo y para qué (Bishop, 1976, p. 30). Estas decisiones deben considerar la especificidad de
los objetos de conocimiento a ser ensefiados, los contextos en los que tiene lugar la ensefianza y
las caracteristicas de los sujetos de aprendizaje. El andlisis de las practicas docentes requiere
entonces, la consideracion, reflexion y comprension de las dimensiones disciplinar, metodologica
y ética que la caracterizan. Definir qué significa ser un buen docente es una tarea compleja
puesto que estd definida por conceptos orientadores carentes de aspectos delimitadores (Elliot,
1991, pp. 27-38), los cuales estdn en constante tension entre la experiencia y el dominio de la
disciplina a ensefiar (Litwin, 2009, p. 32).

Esta tension se ve reflejada en la cada vez mas evidente distincion entre la matematica para
enseriar y la matematica a enseniar (Ball, Hill, and Bass (2005, pp.45-46), M. Bosch & Gascén
(2009, p. 95), C. Bosch et al. (2010, pp. 41-43), Artigue (2012, pp. 25-28)).

En este trabajo presentamos una instancia de reflexion sobre dicha tension surgida a partir de
acciones de intervencion tanto en la formacion inicial de profesores en Matematica que se ofre-
ce en el Departamento de Matemadtica de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de
la Patagonia San Juan Bosco (U.N.P.S.J.B.), como asi también en acciones de formacion
continua para docentes en ejercicio de instituciones de la region de influencia de la U.N.P.S.J.B.
En ellas se ha trabajado sobre saberes matematicos elementales adquiridos en el dmbito escolar
con el objeto de explicitar las relaciones entre €stos y los que se van construyendo durante la
formacion docente y asi promover la expansion del paquete de conocimientos (Ma, 2010, pag.
97) o equipamiento praxeologico (M. Bosch & Gascon, 2009, p. 93) que los docentes van
construyendo a lo largo de su vida profesional.
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El concepto de fraccion, a lo largo de las diversas intervenciones que hemos desarrollado con
docentes en formacion y/o en ejercicio, surge sistematicamente como una actividad practico-
técnica, rigida y aislada (Chevallard, 1999); esto es, las fracciones forman un paquete de saberes
desconexo que solo consiste en formulas y algoritmos sin sentido: esto se pone de manifiesto
cuando se les pregunta jpor qué se multiplica cruzado en la division de fracciones? y los
estudiantes no pueden elaborar argumentos matematicamente precisos. El motor de este trabajo
entonces, ha sido el analisis de la practica matematica (D’ Amore & J. Godino, 2007, p. 208)
alrededor del concepto de fraccion teniendo en cuenta las formas comunicacionales, verbales o
escritas, que se utilizan durante la resolucion de problema haciendo una comparacién con los
problemas que a lo largo del desarrollo historico de la matematica dieron lugar al concepto de
fraccion. Esto es, hemos recreado la cultura matematica alrededor de la creacion de un objeto
matematico, compuesta por el conjunto de valores y comportamientos que conduce a los
matematicos a experimentar la evolucion de la matematica como ciencia social por excelencia,
omnipresente en el mundo actual, dinamica y activa guiada por la necesidad de resolver
problemas de interés comunitario (Burton, 2009, p. 159). Esto debe formar parte de los saberes
profesionales que el docente tiene a su disposicion para poder generar las condiciones necesarias
para poder recrear la practica matematica en el aula (Ball et al., 2005, p. 45).

Desarrollo de las actividades

Las fracciones son introducidas generalmente a partir de la nocion de parte/todo; esto es, el
concepto de fraccion surge como necesidad de subdividir en partes iguales a la unidad de medida
(Courant & Robbins, 1996, pp. 52-53). Sin embargo, la evidencia de la matematica egipcia
muestra que los problemas relacionados con el concepto de fraccion surgieron a partir del
problema de reparticiones equitativas (Boyer & Merzbach, 2011, p. 11): en términos modernos
las fracciones resultan ser el cociente exacto entre dos nimeros enteros. Esta dualidad que existe
en la definicion de los nimeros racionales generada por las diferencias en los problemas que les
dieron lugar, pone en evidencia aspectos fundamentales de la actividad matematica que muy a
menudo estdn ausentes tanto en la ensefianza de la matematica como asi también en la formacion
docente (Saiz, Gorostegui, & Vilotta, 2011, p. 127). Y es esta dualidad la que hemos explotado
para desarrollar este dispositivo de desarrollo profesional.

Para dividir hay que sumar

La fraccion a/b, segin la interpretacion egipcia, representa el problema de dividir
equitativamente a panes entre b comensales sin que sobre nada. Por ejemplo, la fraccion 2/4 re-
presenta lo que recibe cada uno de cuatro comensales al dividir equitativamente dos panes, como
lo muestra el panel izquierdo de la Figura 1. De manera analoga, el panel derecho de la Figura 1
muestra la descomposicion de 2/3 como lo que le corresponde a cada uno de los tres comensales
cuando se desea repartir dos panes de manera equitativa. En simbolos

2/4=12 y 2/3=172+1/6
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El problema de reparticiones equitativas, segin los egipcios, se reduce entonces a expresar cada
fraccion como suma de fracciones de numerador 1 (Boyer & Merzbach, 2011, p. 11).

N\ /l\l
/i\

b=
b=
B3 l=
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T | =

Figura 1. Panel izquierdo: la fraccion 2/4 resulta equivalente a 1/2 pues es lo que recibe cada
uno de los cuatro comensales al repartir equitativamente 2 panes. Panel derecho: la fraccién
2/3=1/2+1/6.

Esta descomposicion induce de manera natural una clasificacion de las fracciones, o en términos
matematicos, una relacion de equivalencia en el conjunto de las fracciones al cual denotamos por
F/~ como

a/b~c/d si y solo si tienen una misma descomposicion en fracciones de denominador 1 (1)

Esta relacion determina clases de equivalencias que definen una particion en F; esto es, la union
de dichas clases de equivalencia es disjunta y resulta F (Gentile, 1988): al conjunto de clases,
llamado conjunto cociente 1o denotamos por F/ ~. Llamamos entonces fraccion equivalente a
cada una de las clases de equivalencias en F. A modo de ejemplo

1/2={1/2, 2/4, 3/6, 4/8, ...} 2/3 ={2/3, 4/6, 3/9, 4/12, ...}

La notacion /2 se refiere a la clase de equivalencia a la cual pertenece la fraccion /2. En par-
ticular, 1/2 pertence a F pero 1/2 pertencece F/~ . Estas clases estan formadas por todas las
fracciones que se escriben distinto pero representan el mismo problema.

Las fracciones irreducibles, aquellas fracciones cuyo numerador y denominador no tienen
factores en comun, aparecen de manera ubicua en los textos escolares pero descontextualizadas:
cuando hemos preguntado a los docentes o alumnos por qué las utilizan obtenemos la misma
respuesta: porque es mas simple, a lo cual replicamos jmas simple para quién?. Claramente la
definicidon egipcia de fracciones no permite definir las fracciones irreducibles pues no son
necesarias para resolver el problema. Si bien la matematica se ha desarrollado a partir de
problemas concretos que ayudan a construir lo que Freudenthal denomina el sentido comun
(Freudenthal, 1973, p. 4), una de las caracteristicas fundamentales de la actividad matematica es
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interpelar las premisas en las que se basa, lo que permite la generalizacion e identificacion de
estructuras subyacentes (Freudenthal, 1973, pp. 20-30). La relacion

a/b=c/d siy solosiaxd=>bxd(2)

resulta ser una relacion de equivalencia en F (Klein, 1945, p. 29), de caracteristica enteramente
aritmética. Es facil convencerse o demostrar que las relaciones (1) y (2) definen las mismas
clases de equivalencia. De esta definicion se puede deducir facilmente la nocion de fraccion
equivalente y mds aun, se puede concluir que cada clase de equivalencia puede ser representada
por una fraccion irreducible.
Esta interpretacion de la fraccion como resultado de una division exacta entre nimeros enteros
ha sido utilizada por Streefland para analizar una secuencia de actividad aulica alrededor de la
ensefnanza del concepto de fraccion (Streefland, 1997, p. 350). Mas aun, la division exacta entre
nimeros enteros permite establecer que a//= a para cualquier a en Z, el conjunto de nimeros
enteros. Esta identificacion de los niimeros enteros como fracciones de denominador 1 se basa
enteramente en el sentido comtin generado por el problema de repartos equitativos (Freudenthal,
1973) y es complementario a las identificaciones mas algebraicas como la presentada por
Centeno Pérez (1997, p. 64).
Con esta definicion de fraccion, tanto el numerador como denominador tienen significados dife-
rentes a los que usualmente se les asignan cuando se considera a las fracciones a partir de la
subdivision de la unidad: el denominador indica en cuantas partes se divide el entero y el
numerador indica cuantas de esas partes se toman (Dallura, 2008, p. 86).
A partir de esta definicion de fraccion equivalente se puede introducir el orden en F/~ , por
ejemplo

2/3<3/4

pues existen representantes 8//2 de 2/3 y 9/12 de 3/4 que satisfacen la misma desigualdad:
8/12 <9/12
permitiendo introducir otra clase de problemas relacionados. Por ejemplo:

En el supermercado 4 tienen esta semana la promo Lleve 4 pague 3 para gaseosas de
2,25 litros. Al mismo tiempo, el supermercado B, al enterarse de tamafo desafio,
ofrecieron la promo Lleve 3 pague 2 para las mismas gaseosas. Si tenés que comprar
gaseosas para tu fiesta de cumpleafios, ;donde te conviene comprarlas? (Tener en
cuenta que el precio de venta de las gaseosas esta fijado por la compafia que las
fabrica y no por los supermercados.)

Mais aun, la nocion de orden definida anteriormente permite establecer la densidad como

propiedad distintiva de los numeros racionales respecto de los nimeros enteros (Soto,
Etcheverrito, Etcheverrito, & Mellado, 2013, p. 7).

Comunicacion X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Matematica a ensefiar o para ensefiar: el caso de las fracciones 6

Aritmética en F/~

La suma de nimeros enteros surge a partir de agrupar magnitudes del mismo tipo: tres
manzanas mds seis manzanas equivalen a nueve manzanas. Esta idea permite definir la suma de
fracciones de igual denominacion: tres cuartos mas cinco cuartos sean ocho cuartos. En
simbolos,

3/4+5/4=8/4.

Elegimos éste nombre en lugar de fracciones de igual denominador ya que estamos utilizando el
caracter fonético del problema como una de las caracteristicas fundamentales de la construccion
de la matematica pues cualquier resultado debe ser validado socialmente y para ello hay que
comunicarlo; esto es, el lenguaje es la parte ostensiva de una serie de conceptos, proposiciones y
procedimientos que intervienen en la elaboracion de argumentos para decidir si las acciones que
componen la practica son satisfactorias (J.D. Godino, Batanero, & Font, 2007, p. 130).

Ahora bien, ;cémo se resuelve 3/4+5/7? Para dar sentido a esta operacion entre fracciones que
tienen diferente denominacion tenemos necesariamente que volver al concepto de fraccion
equivalente para poder transformar este problema en otro que sabemos resolver, activando
herramientas o dispositivos inherentes a la actividad matematica:

3/4+5/7=21/28+20/28=41/28 (3)

La suma de fracciones se reduce entonces a la eleccion apropiada de fracciones equivalentes.
Esta libre eleccion de fracciones de igual denominador se basa en el hecho que la suma en F
define una suma en el cociente F/~ ; esto es la suma pasa al conjunto cociente a través de un
homomorfismo de grupo (Hungerford, 1974). Este paso al cociente también esta implicito en los
criterios de divisibilidad por 3 y 9.

El uso de fracciones equivalentes y la posibilidad de utilizar el representante mas conveniente
respecto al problema que se estd resolviendo, también forma parte de actividad matematica y es
de gran utilidad al momento de hacer aritmética con las fracciones. Més aun, la nocion de
fraccién equivalente es importante para la construccion el significado algebraico del signo =
(Sessa, 2005, cap. 2), del cual no nos ocuparemos en este trabajo. A partir de esta libre eleccion
de representantes de una misma clase de equivalencia podemos definir la suma de fracciones con
el mismo significado que la suma de numeros enteros; en particular el sentido comun sigue
siendo valido. Resulta importante observar que (3) se puede escribir

3/4+5/7=21 1/28+20 1/28 = 41 1/28

y ahora la suma de fracciones de igual denominacion no solo suena igual sino que también se ve
igual a la suma de magnitudes enteras de igual tipo introduciendo otra forma de comunicacion de
resultados para la validacion de la solucion del problema: la comunicacion escrita.

Podemos definir, pensando en voz alta nuevamente, la division de fracciones como una division
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entera siempre y cuando tengan la misma denominacion:

5/3 +5/6=10/6+5/6=10/5=2 (4)
el significado de esta operacion es el de preguntarse cuantos grupos de cinco sextos se pueden
formar con diez sextos. Esto es, la division de fracciones de igual denominacion tiene la misma
interpretacion que la division exacta de nimeros enteros. Una de las consecuencias de trabajar
con fracciones equivalentes para resolver divisiones entre fracciones es que surge naturalmente
la regla de multiplicar cruzado como se muestra en el ejemplo siguiente.

3/5+1/2=6/10~5/10 =6/5, pero 6/5=(3x2)/(5%1) (5)

Es importante observar que, cuando analizamos el resultado de division, éste entra en conflicto
con ¢l: la division siempre achica y observamos que en la division (4) jel resultado es mas
grande! Esta aparente contradiccion con el sentido comun alrededor del concepto de la division
surge como un obstdculo epistemologico (Brousseau, 2002, pp. 79-84), herramienta que ofrece la
matematica para permitir la objetivacion de las fracciones y sus operaciones aritméticas que
permite, a posteriori, comprender las estructuras matematicas subyacentes, que en este caso son
algebraicas.

Hasta el momento hemos definido las operaciones de suma y division de fracciones haciendo uso
de la analogia con las respectivas operaciones en el conjunto de las niimeros enteros. Lo que
resta discutir es como definir la multiplicacidén de fracciones, teniendo definidas las operaciones
presentadas anteriormente. Por ejemplo ;como se resuelve o qué significa 2/3 x1/4?

Si utilizamos el mismo método que antes; esto es fracciones equivalentes, obtenemos

2/3%1/4=8/12x3/12. (6)

Cuando leemos en voz alta (6) lo primero que surge es preguntarnos qué significa multiplicar dos
magnitudes del mismo tipo; esto es, dos nimeros con la misma denominacion. En este punto no
tenemos un significado similar en la multiplicacion de nuameros enteros, por tanto
necesariamente tenemos que buscar una interpretacion alternativa de la multiplicacion de
numeros enteros: el modelo de sumas repetidas para representar la multiplicaciéon de ntimeros
enteros pierde todo sentido aqui. Recurriendo nuevamente al caracter fonético del este problema
nos preguntamos ;a qué suena la multiplicacion ocho doceavos por tres doceavos? El modelo
rectangular para la multiplicacion aparece como adecuado pues multiplicar dos ntimeros con la
misma denominacion tienen sentido si pensamos en el célculo del area de un rectangulo
(Centeno Pérez, 1997, pp. 199-201). Por tanto, ocho doceavos por 3 doceavos, suena igual que
ocho cm por 3 cm que resulta igual a 24 cm?, por tanto ocho doceavos por 3 doceavos debe ser
igual a 24 doceavos al cuadrado. En simbolos

2/3x1/4=8/12x3/12=24/12° =24/144.

El sentido de la multiplicacion como célculo del area de un rectdngulo presupone las nociones de
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perimetro y area, que aparecieron al mismo tiempo que las fracciones en la linea historica de la
matematica. También podemos prescindir de esta representacion y proponer la multiplicacion
como un problema enteramente aritmético basandonos en la nocion de division exacta. Esto es,
la multiplicacion (6) resultard en un numero x tal que al dividirlo por alguno de los factores
obtenemos el restante. En simbolos

2/3x1/4=x de modo que x+2/3=1/4 (7)

Primero ;qué clase de nimero debe ser x? Esta pregunta estd directamente relacionada con la
definicién de operacion en una estructura algebraica (Hungerford, 1974). Dado que la division de
fracciones, como fue definida anteriormente es cerrada en F; esto es, si dividimos dos fracciones
el resultado es una fraccion, es natural suponer que x también sea una fraccion. Asi

2/3x1/4=a/b
y en vista de la regla de multiplicar cruzado para la division de fracciones (5)
ax3=1ybx2=4(8)

Sin embargo, la ecuacion para a no tiene solucion en Z. Nuevamente aparece una situacion que
desafia el sentido comuln en las practicas aulicas: jen matematica hay problemas que no tienen
solucion! dado que las fracciones son en realidad representantes de una clase de equivalencia,
podemos cambiar el representante de la clase que contiene a //4 para que ambas ecuaciones (8)
tengan solucion en Z; esto siempre se puede hacer debido a la existencia de los multiplos
comunes en Z (Gentile, 1988). Por ejemplo si en lugar de //4 tomamos por ejemplo 3/12
entonces la solucion de (8) es a = I y b = 6 de donde x = /6. Para poder obtener la regla de
multiplicar derecho es necesario elegir el representante correcto. En nuestro caso 2/12=1/6 y si
volvemos a (6) tenemos que

2/3x1/4=2/12=(2x1)/(3%4)

Es importante notar que la regla de multiplicar derecho no siempre surge de manera natural a
partir de los problemas analizados anteriormente, a diferencia de la multiplicacion cruzada para
la division de fracciones lo que explica en parte que el producto de fracciones generalmente se
introduzca en un contexto aritmético.

Como ultima observacion es importante aclarar que la eleccion de F para denotar el conjunto de
fracciones en lugar de la notacion usual @ pues el objetivo de este trabajo ha sido el de resaltar la
definicion de la multiplicacion de fracciones. Hay que otar que F forma un grupo conmutativo
respecto a la multiplicacion. Con respecto a la suma, F es tan s6lo un semigrupo conmutativo
pues no hemos definido las fracciones negativas (Saiz et al., 2011, pp.127-128) pues el excede al
alcance del objetivo de este trabajo.

Discusion
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La tarea docente se caracteriza por la constante toma de decisiones acerca de qué ensefiar, como
hacerlo y para qué, y como tal es un proceso estocastico desde el punto de vista del docente pues
no es posible controlar a priori fodos los tipos de dificultades que surgen en el proceso de
aprendizaje. Es necesario entonces, considerar la toma de decisiones como parte del
equipamiento praxeologico del docente y por tanto generar dispositivos que permitan solidificar
este proceso en los programas de formacion docente, incial y continua.

En este trabajo hemos presentado un andlisis del concepto de fracciones y su aritmética en
funcion del momento histérico en que aparecieron y las estructuras matemadticas subyacentes
(Hungerford, 1974), proponiendo de esta manera un marco de discusion para el disefio de
posibles dispositivos de formacidon que permite la construccion de habilidades relacionadas con
la toma de decisiones y asi fortalecer los saberes profesionales docentes. El concepto de fraccion
y su aritmética, como saber escolar elemental generalmente consiste de formulas y algoritmos sin
sentido; para reconectarlos y resignificarlos nos hemos concentrado en explicitar las relaciones
entre estos saberes elementales (la matematica a ensefiar) y las estructuras subyacentes (la
matematica para ensefiar) y que consideramos fundamentales como dispositivos de construccion
de saberes profesionales. Una de las caracteristicas de este andlisis es la validacion social de los
problemas o situaciones que dieron origen a las fracciones y en particular el uso del lenguaje
hablado como disparador de nuevas ideas sobre las cuales se construyen nuevos saberes
matematicos (Keitel & Kilpatrick, 2005, p. 114).

Este trabajo es parte de un programa mas amplio que hemos inaugurado hace un tiempo atras, en
el cual a partir de saberes escolares adquiridos por parte de los futuros docentes se explicitan
conexiones con los saberes matematicos que se construyen durante la formacién inicial (e.g.
Soto, 2011, 2012, 2013); esto es, no hemos buscado la innovacién o novedad en las propuestas
de ensefianza sino la reflexion y busqueda de relaciones entre el conjunto de creencias de tipo
disciplinar, emocional y metodoldgico que ponen en juego la tension entre la matematica a
ensefiar y la matematica para ensefiar. Estos dispositivos permiten estudiar ademas el alcance de
la formacion matematica disciplinar de un profesor pues su practica profesional es diferente a la
del matematico y por tanto es necesario seguir reflexionando sobre la matematica para ensefiar
como fundacional para el desarrollo de buenas practicas docentes que sean dinamicas con tasas
de evolucion comparables con las de los cambios que la sociedad experimenta diariamente.
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