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Resumo

Apresenta-se nesse artigo uma argumentacao gwaliéatle carater tedrico que
pretende mostrar a relagéo entre as ideias denEFR@ichbein sobre a interacéo entre
aspectos formais, algoritmicos e intuitivos e @x@ssos relativos ao
desenvolvimento do Pensamento Matematico Avangadmndo as posicoes de
David Tall e Tommy Dreyfus. A partir dos principaisnceitos e ideias relacionados
a essas teorias, traca-se um paralelo entre elagiah € possivel observar uma
integracdo que possibilita uma aplicagdo compaddihdesses conceitos e ideias na
interpretacao de processos de aprendizagem, painm@pte no Ensino Superior.
Exibe-se também alguns exemplos para ilustraransggtacéo feita.

Palavras chave:Pensamento Matematico Avancado. Aspecto Intuitéspecto
Formal. Aspecto Algoritmico

Procuramos mostrar neste artigo como 0s procesktivos ao Pensamento Matematico
Avancado (Dreyfus, 1991) e a interacdo entre aspéctuitivos, formais e algoritmicos
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colocados por Fischbein (1994) estéo inter-relados quando do desenvolvimento da

instrucdo matematica de um sujeito. Na primeiréepapresentamos as ideias e conceitos gerais
dessas abordagens teoricas; na segunda parteaaradialgumas das inter-relagées possiveis em
trés situacOes especificas: a primeira no estugeeutacdes dentro da Teoria de Grupos, a
segunda em um problema da Geometria Plana quel@idesa partir da Geometria Analitica e a
tltima na anéalise de uma equacéo que é resolvatadagyraficos de funcdes.

Fundamentacao Tedrica

Em seu artigd he psychology of advanced mathematical thinki®91), David Tall
coloca em discussédo aspectos psicoldgicos relaivaesenvolvimento do pensamento
matematico avancado e suas influéncias e deter@@sata producéo e no ensino da ciéncia
matematica.

Dreyfus (1991) destaca que podemos caracterizangamento matematico avancado
como uma inter-relagdo entre alguns processostooggicomo visualizacao, representacao,
classificacdo, inducéo, generalizagdo, justificacétese e abstracao.

Segundo Tall (1991), muitos dos processos do pesrgarmatematico avancado ja
aparecem nos anos iniciais de ensino, onde segrmd@trar até mesmo os niveis de
justificacdo; entretanto, nessa fase, 0 pens@nséementar é o que tem o grande papel e este
nao inclui os processos de abstracéo, caracteszadwipalmente pelo estabelecimento de
definicbes formais e pelo uso da légica de deduagestir dessas defini¢cdes. Ele aponta
também que a transicdo entre 0s niveis elememtzarecado € marcada pela mudanca

(...) do descrever para definir, do convencer pasagar de uma maneira légica com base
nessas defini¢bes. (...) E a transi¢do da coeréadidatematica elementar para a
consequéncia da Matematica avancada (Tall, 19dy¢fao nossa).

Esse processo de transicdo requer uma reconstragéaiiva, que é enfrentada pelos
estudantes durante os primeiros anos do EnsinaiSup¢esse sentido, Skemp (1971, apud
Tall, 1991), observa que os métodos de ensinosdgptinas matematicas na universidade
tendem a apresentar aos alunos o produto finakdsgmento matematico, ao invés dos
processos do pensamento matematico. Assim, nestiedei ensino ha uma supervalorizacao de
processos de abstracdo e métodos dedutivos, emelgin do desenvolvimento de processos
heuristicos. Tall (1991) reforca que esta formaplesentacdo do conhecimento matematico nao
cumpre o papel de dar ao estudante todo o podeermkamento avancado, na sua multiplicidade
de processos e abordagens; além disso, reiter@ip alogica de apresentacdo normalmente ndo
esta adequada ao nivel de desenvolvimento coguitis@prendizes, o que acarreta no
desenvolvimento de obstaculos cognitivos, frutealuflito entre o conhecimento estruturado
das disciplinas universitéarias e aqueles trazigdaespalunos. Estes conflitos tém, em grande
medida, sua origem na nao diferenciacdo entreiaighd formal dos conceitos matematicos e
0S processos cognitivos pelos quais estes conag@itosonstruidos.

De acordo com Tall (1991), o conhecimento matem&téve ser abordado a partir de
estratégias que privilegiem a estrutura do conhextine o processo de pensamento dos
estudantes, pois, segundo ele, para que os estgddimjam os mais altos niveis do pensamento
matematico, devem adquirrsightsdos metodos e processos da Matematica avancagaoma
caminhos que respeitem a transicdo de seus precdsgensamento. Por exemplo, em
Matemaética, ao contrario das ciéncias naturaigmds acesso aos conceitos e objetos por meio
de suas representacdes; por isso, 0 processordeasfacao desempenha papel central no
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desenvolvimento do pensamento matematico e dewmssiderado em todas as suas
possibilidades, quando ensinamos um novo condeit.uma das representacdes possiveis para
todo conceito matemaético é o simbolo associaddrdawalo a ele: essas representacdes
simbdlicas séo indispenséaveis no desenvolvimenmensino da Matematica, entretanto elas
trazem consigo um lado perigoso, que pode ter itopdiastante nocivos no processo de
aprendizagem de novos conceitos, se nao foremitadpe 0s processos de pensamento dos
sujeitos.

Segundo Dreyfus (1991), os simbolos estao assacadignos (sinais) e a significados;
eles tornam explicitos os significados do conhestménplicito que um individuo tem sobre um
dado conceito; contudo, para que um novo simbg@ofsecional, para que possa ser utilizado, é
preciso que alguns significados associados ao itorera questado sejam desenvolvidos, antes
gue o simbolo seja estabelecido, sob pena do eséutiabalhar com um simbolo que ndo possui
qgualquer significado para ele. Este autor reiterdaaque esse processo de articulagdo dos varios
significados de uma nocao, antes do estabelecingensombolismo associado a ela, é
frequentemente negligenciado no ensino de Mateaatic

Outro significado das representacdes, que deserapenipapel ainda mais decisivo no
pensamento e no processo de aprendizagem da Mi@néad conceito de representacao
mental. Ao discutir um conceito, procedimento ogdmmatematica, cada um de nés relaciona a
ideia em questdo com algo que vem a mente: essgpéesentacdo mental que temos de tal
conceito. Dreyfus (1991) destaca a diferenca estrepresentacdes simbolicas e mentais e o
papel que cada uma delas desempenha no processmudeicacdo e entendimento do mundo
por parte de um individuo.

“Representar um conceito, entéo, significa geracaso, um espécime, um exemplo,
uma imagem dele. Mas esta breve descricdo € irmticpara nds, porque nao especifica
se a ocorréncia gerada é simbdlica ou mental, ndita o que “gerar” significa em
termos de processos pelos quais as representagdésisivém a tona e como elas se
desenvolvem. Uma representacao simbdlica é extexdta de forma escrita ou falada,
geralmente com o objetivo de tornar a comunicagBeeso conceito mais facil. Uma
representacdo mental, por outro lado, refere-sg@eenas internos ou sistemas de
referéncias que uma pessoa usa para interagir coumdo exterior. E 0 que ocorre na
mente quando se pensa em uma parte especificartttoraxterior e pode variar de
pessoa para pesso®reyfus 1991, tradugdo nossa).

A visualizagdo é um dos processos pelos quaigpassentacdes mentais podem passar a
existir. Segundo Kaput (1987, apud Dreyfus, 1981eracéo de representacbes mentais
depende dos sistemas de representacéo, de produx¢éess, concretas, que podem ser
materialmente percebidas pelo sujeito. Dreyfus 1) 88stenta que as representacées mentais
séo criadas com base nesses sistemas de représsritagcretas; ele aponta ainda que um
sujeito pode criar, para certo conceito, uma Ueisanples representacdo, mas destaca que para
ter sucesso na Matemética é necessario ter mapiassentacdes mentais de um conceito e que
essas representacdes precisam estar relacionadassaaspectos desse conceito.

Representacdes pobres, que articulem poucos elesnd®um conceito, ndo conferem a
flexibilidade necessaria a resolucao de problenpsiem ter impacto negativo no processo
criativo do sujeito. Para Dreyfus (1991), essa @& garacteristica observavel em muitos
estudantes, que se manifesta na dificuldade ertveegwoblemas que trazem pequenas
mudancas nas estruturas ou enunciados, possileadaelfa incapacidade de estabelecer
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articulacdes entre diversas representacdes de niceit@, como exemplo, cita que é comum que
estudantes do Ensino Médio pensem somente em telerfdsmulas algébricas ao lidarem com
fungcbes, mesmo quando sdo capazes de dar umadefern termos de relacdes entre
conjuntos.

Nesse sentido, a situacdo desejada no procesgwatelzagem é aquela na qual varias
representacdes de um mesmo conceito se complemgraedendo eventualmente se integrar em
uma Unica representacao do conceito. Essa sityagioser melhor descrita como o
desenvolvimento de vérias representacdes intetioeladas, que sdo simultaneamente
selecionadas e eficientemente mudadas, de acondl@ pooblema sobre o qual o sujeito se
debruca (Dreyfus, 1991).

O processo de mudanca entre representacfes dyraléenental do processo de
aprendizagem e deve ser aplicado e desenvolvidaampte, pois é a familiaridade com este
processo que trara a habilidade em resolver pr@demexisténcia de varias representacdes de
um conceito ndo é suficiente para conferir um lesdvfel e articulado deste conceito, é preciso
saber transitar entre elas, de acordo com as Gésajpie a resolucdo de um problema impde. O
processo de traducdo, que esta relacionado de fEstreta com o processo de mudanca entre
representacdes, diz respeito a reformulacdo derabbgma ou proposicdo matematica em outro,
de maneira a viabilizar ou facilitar a resolucagdablema original (Dreyfus, 1991).

Fundamental para a aprendizagem matematica, og3mde representacdo esta presente
em todos os niveis do pensamento matematico, messnimais elementares; outros processos,
contudo, sdo desenvolvidos a partir do refinamdasohabilidades e experiéncias dos
estudantes, que acontecem a medida que estes emraontato com conteldos matematicos
mais avancados. A generalizacao e a sintese sfidekses processos e, aliados ao processo de
representacao, constituem a base para o deseneobarda abstracdo, um dos principais
objetivos no desenvolvimento do pensamento matematiancado. Na atividade matematica, o
processo de generalizacdo consiste em deduzidoainresultados gerais a partir de casos
particulares e das caracteristicas semelhantetificedas, expandindo os dominios de validade
das conclusdes originais para contextos mais arjplosprocesso de sintese se refere a
capacidade de combinar ou compor partes de mam@ranar um todo, uma entidade; contudo,
este todo frequentemente agrega mais que a sonpades que o compdem. Trata-se, de fato,
de um processo que busca inter-relacionar resgltadigias e algoritmos que foram aprendidos
de maneira isolada, fragmentada e que ressurgem ftmdo, mesclados em um novo resultado,
um novo conhecimento, mais coeso e poderoso (Beyfl).

Thurston (1990) destaca que as capacidades deatieagdfio e sintese tornam a
Matematica compressivel e estdo entre os grandesrps proporcionados por essa ciéncia.

“Matematica é surpreendentemente compressivel: pod€ lutar muito tempo, passo a
passo, trabalhar por algum processo ou ideia & fdarvarias abordagens. Mas, assim
que vocé realmente entendé-lo e adquirir uma petigpanental para vé-lo como um

todo, muitas vezes acontece uma tremenda compness#ial. Vocé pode arquiva-lo,
recupera-lo de forma rapida e completa quandogaedele, e usa-lo apenas como um
passo em algum outro processo mental. A visdogpassa com essa compressao é uma
das verdadeiras alegrias da Matematiddiurston 1990, traducéo nossa).

Este processo de compressao € irreversivel edreszgo uma questao relevante para o
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ensino da Matematica, pois “Depois de dominar os€itos matematicos, mesmo apos grande
esforco, torna-se muito dificil se colocar de volteestado de espirito de alguém a quem eles
sdo misteriosos” (Thurston, 1990, traducdo nossa).

Dreyfus (1991) sustenta que o processo de sinfEseastuma ser muito trabalhado na
sala de aula; enquanto certos detalhes de um tosée explicados em profundidade pelo
professor e exercitados pelos estudantes, pougatades sao destinadas para que os alunos
sejam levados a elaborar sinteses entre os diésraspectos de um conceito ou entre conceitos,
dentro de um campo de conhecimento. Embora boffisssares realizem sumarios e algumas
sinteses durante os cursos que ministram, estabdi@conexdes e relacdes entre conceitos,
essa atitude acaba deixando transparecer aos mssidae a atividade de sintese é papel do
matematico e nada tem de relacdo com os probleneaslgs devem resolver. Essa caracteristica
fica evidente nos exercicios tradicionais que $apgstos nos cursos, que nao requerem
gualquer necessidade de estabelecimento de relagfiesconceitos e ndo fomentam processos
de sintese.

O processo de abstracao, talvez o principal olgetigser alcancado no desenvolvimento do
pensamento matematico avancado, € um processoutiMtstque vai da compreensao das
propriedades dos objetos matematicos e das relagfieselas para a compreensao das
estruturas dessas propriedades e relacOes; augittiessa abstracao pressupde, assim, uma
mudanca no foco de atencao, que deve migrar desoslparticulares para se concentrar em
estruturas especificas e apropriadas das propaedid objetos e das relacdes entre estas
(Dreyfus, 1991).

O psicélogo romeno Efraim Fischbein, em seu arTige interaction between the formal,
the algorithmic, and the intuitive componentes mahematical activity1994), coloca em
discussao a necessidade da interacdo entre asfigatass, algoritmicos e intuitivos ligados a
gualquer conceito em Matematica, quando observamosujeito em atividade matematica.
Estes sdo, segundo o autor, os trés aspectos dassevem considerados quando tratamos a
Mateméatica como uma atividade humana, feita p@ssenmanos.

Segundo Fischbein (1994), ao considerarmos a g#erdesses trés aspectos, estamos
olhando a Matematica como um processo criativooeco@no um corpo de conhecimentos
estruturado e ja estabelecido. Atentar para estepso criativo significa entender essa ciéncia
como uma atividade humana, que envolve momentdardamacao, hesitacdo, aceitacéo e
refutacdo. Essa perspectiva deve guiar nossahasapiando ensinamos Matematica, se
desejamos que 0s estudantes sejam capazes, efessnde produzir afirmacdes matematicas,
construir provas e avaliar, formal e intuitivamemsteralidade dessas producdes. Discutimos a
seguir cada um dos aspectos apontados por Fisqil9€i).

O aspecto formal refere-se aos axiomas, defini¢gdesgmas e demonstracoes. Estes
elementos compdem, de fato, o nlcleo das cién@ssmdticas e precisam ser levados em conta
guando analisamos o processo de criagcdo matemiiscbbein reitera que:

“Axiomas, defini¢cdes, teoremas e provas tém detp@neomo um componente ativo do
processo de raciocinio. Eles devem ser inventaglep@endidos, organizados, checados
e usados ativamente pelo estudanfés¢hbein 1994, traducdo nossa).

Fischbein (1994) alerta também que o pensameafigicional e 0 uso de construcdes
hipotético-dedutivas ndo sdo adquiridos espontaeesnpelos jovens e que somente um
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adequado processo de ensino pode dar a esses telefioemais caracteristicas verdadeiramente
funcionais.

O aspecto algoritmico corresponde as técnicascegirmentos de resolucdo. Esta
componente também tem um carater fundamental megso de entendimento e criacdo, uma
vez que apenas o conhecimento das estruturas fofexadmas, definicdes, teoremas) néo €
suficiente para conferir habilidade em resolvebfgmas. Essas habilidades, sustenta Fischbein
(1994), devem ser sistematicamente treinadas p&raejam adquiridas.

O aspecto intuitivo diz respeito a uma intuigdorstiga, um entendimento intuitivo, uma
solucéo intuitiva. A intuicdo cognitiva € o que 8ajeito considera autoevidente e ndo vé
necessidade de prova ou justificacdo. Consideranmogvidentes, para quase todos 0s sujeitos,
afirmacdes do tipo “A parte é menor que o todoésérie infinita tende ao infinito, pois
somamos valores indefinidamente” ou “Se o termalgds uma série tende a zero, entao a série
€ convergente”. Pela sua natureza, o conhecimefutitivo exerce um papel coercitivo no
raciocinio, definindo caminhos e estratégias paesalucédo de problemas. Por vezes, isso se
torna um facilitador do processo de conhecimemt@ssiver de acordo com verdades
logicamente justificaveis; em outros casos, tomara caminho para contradi¢cdes e equivocos —
como no caso das afirmacdes apresentadas nestegbarae, desta forma, podem se configurar
em dificuldades e obstaculos para o processo @m@igagem (Fischbein, 1994).

Sobre o papel que o conhecimento intuitivo desetmpen processo de aprendizagem,
Fischbein et al. (1981) alertam que:

“O problema de identificar os vieses intuitivosurats do aluno é importante porque
afetam - as vezes de uma maneira muito forte egremte — seus conceitos, suas
interpretacdes, sua capacidade de compreendarsager e de memorizar em uma
determinada area. Estamos naturalmente inclinad@néger interpretacfes que se
adequam a esses vieses naturais e intuitivos,ue@sgou distorcer aqueles que nao se
encaixam a eles’Hischbeiret al., 1981, traducéo nossa).

Andlise de Situacdes

Discutimos a seguir situacdes nas quais podeme@s\arsa inter-relagao entre os
processos de desenvolvimento do Pensamento Matenddtancado e a interacao de aspectos
intuitivos, algoritmicos e formais relativos aosiceitos e ideias mateméaticas envolvidos em
cada uma delas.

Vamos considerar o exemplo do grupo de permutad@ebjetos. Esta estrutura é
frequentemente chamada de grupo simétrico dergeaidentificada pela notacéo (simbaly)
Quando discutimos tal conceito, esse simbolo peda sepresentacdo mental de um individuo;
contudo, ha outras possibilidades. Um sujeito gudesar nas simetrias possiveis de um
quadrado, como na Figura 1.

v

(p]

dz

n
g

L
W

Figura 1. Simetrias do quadrado.

Comunicacéo XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Alguns Exemplos da Relagdo entre o Pensamento MtatenfAvangado e as Ideias de Fischbein 7

Outra alternativa seria pensar a representacamdalas simetrias do quadrado, como a
rotacdo d®0° no sentido horério, indicada na Figura 2.

1 2 fan 4 1

B ——

4 3 3 2

Figura 2 Representacao grafica da rotacd®@fedo quadrado.

Ainda trabalhando sobre a rotacd®@& do quadrado, destacada na Figura 2, ha
representacdes algébricas (simbdlicas), que tratoméras representacdes mentais possiveis,
como

1 2 3 4
2 3 4 1

Figura 3 Representacdo simbdlica da rotacd@@fedo quadrado.

Ou a representacda, 2, 3,4), que usa a notacao e o conceito de ciclos. Podaimda
escrever:

1-2 2-73 3-4 4-1
Figura 4. Representacdo esquematica da rotac&®teo quadrado.

O esquema apresentado na Figura 4 também podepsesentado usando a notagéo de
funcdo:ryy (1) = 2; 199(2) = 3; 190(3) = 4; 199(4) = 1, que destaca outro aspecto formal
associado as permutacdes.

As representacdes das Figuras 1 e 2 envolvem aspetiitivos numeéricos relativos as
permutacdes, ao apresentar duas aplicacdes gemanétaste conceito; por outro lado, as
representacddd, 2, 3, 4), a notacdo de funcao e a da Figura 3 destacarotasermais
(simbdlicos) relacionados a este objeto matemabbserve que a articulacdo entre as Figuras 2
e 3 pode proporcionar uma interacao entre aspettosvos e formais relacionados aos
conceitos de rotacdo e permutacdo, o que possibitia ressignificacdo destas ideias.

O esquema da Figura 4 faz uma traducao esclarecedor a notacao de cicl¢s, 2, 3, 4)
e também tem papel importante no desenvolvimentsgectos algoritmicos relacionados a
composicao de permutacgdes (ou transformacdes divagleg. Vejamos um exemplo dessa
situacdo. Considere também a reflexao horizantld quadrado destacada na Figura 5, que na
notacao de ciclos se escrdie4)(2, 3).
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Figura 5.Representacdo gréafica da reflexdo horizontal ddrgquaie.

Representada segundo o esquema da Figura 4,>dceferizontal se escreve
1-4 2-3 32 4-1
Figura 6. Representacdo esquematica da reflexédo horizimigiadrado

Entdo, pergunta-squal é a transformacao resultante da composicacotizcdo de90° e
da reflexdo horizontalEssa questao se traduz na relagge h = (1,2,3,4) * (1,4)(2,3), que
pode ser resolvida usando o esquema de setasatEstateriormente e se traduz em um novo
esquema, representado na Figura 7.

h h h h
15431 253384 35233 45132
Figura 7. Representacdo da composicdo da rotac&@9Ue da reflexdo horizontal do quadrado

Essa composicao resulta na transformacgao diag@engle pode ser representada de
maneira resumida conforme a Figura 8.

4 3 2 -3

Figura 8.Representacdo grafica da reflexao horizontal ddrgquai.

O aspecto algoritmo da composicéao de permutac@s{ormacdes do quadrado) fica
esclarecido a partir do esquema da Figura 7, qdemsia a ordem da operagcdo composicao, que
parte da reflexdo horizontal e segue para a rodg&@madrado. Entendemos que uma
articulacdo adequada entre os aspectos algoritmésiacados no esquema da Figura 7 e 0s
aspectos formais da representacdo de composig@olaery, * h = (1,2,3,4) * (1,4)(2,3)
pode facilitar a compreenséo da composicao de pagies, além de favorecer o processo de
generalizacéo dessa operacao, a partir apenasat@oale ciclos. A mudanca entre
representacdes no caso particular das transformagdguadrado combinada as interacdes entre
aspectos algoritmicos, intuitivos e formais relagia essas transformac¢des podem possibilitar
que um sujeito generalize essas ideias para o gieipermutacoes,.

Como segundo exemplo, vamos considerar o problsréique se, num triangulo
retangulo, a mediana relativa a hipotenusa temmedida a metade da medida da hipotenusa

Uma das possibilidades para a resolucédo dessaquesia considerar um triangulo
retdngulo qualgquer no plano cartesiano, como nar&ig, determinar as coordenadas do ponto

médio da hipotenusd = (gg) calcular a medida da hipotenusa e a distancia estpontogl
e M e concluir que € verdadeira a afirmacao do prodlem
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B(0)

AD,0) )

Figura 9. Triangulo retédngulo BAC.

A mudanca da Geometria Plana para a Geometriatfsaatonstitui uma traducéo do
problema para outra representacao e possibilitaaloalagem que permite estabelecer a
resolugcéo do problema geométrico; no entanto, gpagaessa mudanca entre representacdes (ou
traducéo) seja possivel, é preciso que aspectogi®ralgoritmicos e intuitivos relativos a
conceitos centrais de Geometria Analitica estejstabelecidos de forma clara para o sujeito. De
fato, a resolucdo pressupde a representacao dgultaretangulo com o angulo reto drf0,0)

e 0os demais vértices comq0, b) e C(c,0), o que evidencia uma interacdo entre aspectos
intuitivos — no uso dessa representacao espeeificaspectos formais — no uso das notacdes de
pontos do plano; observa-se também que essa retaede dos pontos faz uso do processo de
generalizacdo, ao indicar as coordenadas de foemériga(0, b) e (¢, 0), ao invés de valores

particulares. Na determinacéo das coordenadasrdo o= GS) possivelmente aplicando o
Teorema de Tales, aspectos formais e algoritmitesaigem fortemente. Por fim, aspectos
algoritmicos novamente aparecem no célculo dadmdistsAM e CM, que possibilitam a
resolugcéo do problema.

Cabe destacar que, embora o sujeito precise teoahecimento amplo de Geometria
Analitica, para lancar mao desse tipo de abordagesa, ndo € a unica condigdo para que o
problema seja resolvido dessa maneira. O procestadlicdo que faz migrar o problema da
Geometria Plana para a Analitica precisa ser ethgjrsdstematicamente trabalhado pelo
professor, para que o aluno adquira essa posturastar articulacdes entre conhecimentos de
campos distintos da Matematica, como uma estrapagéea resolucéo de problemas. O
problema seguinte, aplicado para um estudante dod@8o Ensino Médio, busca elucidar essa
questao.

Considere uma ultima situacéo estabelecida peligr@:Quantas solucdes reais possui
a equaga®x = 2*?

Esse problema, cujas abordagens algébricas maiitag mostram-se bastante
ineficazes, pode ser resolvido considerando oscgsaflas funcdef(x) = 3x e g(x) = 2*.

Em uma primeira tentativa, o aluno do 2° ano darteniglédio escolheu a resolugéo
algébrica, que resultou infrutifera, conforme Fggli®. Neste caso, entram em agéo aspectos
algoritmicos e intuitivos, bastante desenvolvidela gscola e fortemente arraigados nos
estudantes, de lancar mao de técnicas algébridassea de solucdes de equacdes, sem observar
a estrutura da equacao, antes de partir para wwokcéo algébrica.
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Figura 10 Tentativa de solucao algébrica apresentada padaaste do 2° ano do Ensino Médio.

Ao ndo obter sucesso com essa estratégia, o ai@se/para o pesquisador e lamenta:
“N&o consigo resolver”. O pesquisador, entdo, amtasuma motivagado: “Por que vocé nao
tenta outra abordagem?”. O aluno volta-se parablg@ma e, tomando uma iniciativa, diz: “S6
se for chutando...” e apresenta as tentativas@eida na Figura 11.

Y =

Figura 11.Tentativa de solugdo numérica apresentada poragtido 2° ano do Ensino Médio.

Essa tentativa de solugdo numérica do problemeraedt forca que aspectos algoritmicos e
intuitivos, relacionados ao tratamento algébrice elguacdes, tém para o estudante, pois mesmo
apos ser motivado a tentar outra abordagem, peceam® campo algébrico.

Apos as cinco tentativas exibidas na Figura 1ktedante volta-se para os calculos e
comenta: “O x igual a 3 ficou mais proximo... mas Konsigo resolver...”; vira-se para o
pesquisador e diz: “N&o € inteira a solugdo, néf& eespondendo a propria pergunta: “Ah! E
namero real, entdo pode ser nimero quebrado..acmasque ndo consigo fazer essas contas
com eles”.

Ao perceber uma nova desisténcia do estudantesquigador apresenta uma segunda
motivacao, dessa vez mais especifica: “Por que n@aéenta olhar como funcéo?”; o aluno
volta-se novamente para o problema e esboca asagéfa Figura 12. Nesta situacdo, ha uma
interacdo entre aspectos intuitivos, relativosestmcos grosseiros da representacdo com
gréficos, e aspectos formais, relativos as fung@esategoriza-las como funcgéo afim e funcéo
exponencial.
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Figura 12.Esbocos de gréficos apresentados por estuda@®atm do Ensino Médio.

Ao analisar os esbocos feitos, o estudante refgradicos com mais detalhes, como
destacado na Figura 13 e apds construir o esboizmdao exponencial, percebe que deve
desenhar os dois graficos no mesmo sistema deartads.

Figura 13 Solucdo apresentada por estudante do 2° anogilocEviédio.

Ao concluir o segundo grafico, responde a quesadia @ pesquisador: “Tem duas
solugdes”; o pesquisador pergunta: “Por qué?” stedante responde: “Porque as reses
cruzam em dois lugares”. O pesquisador intervéns onaia vez: “Mas os graficos ndo vao se
encontrar novamente?” e o estudante responde: ‘éique essa reta (referindo-se ao gréafico
def(x) = 3x) vai se afastando cada vez mais pra ca (indicaccdedo na dire¢éo a direita do
eixo y)". O pesquisador insiste: “E o outro grafttoe o aluno responde: “Esse fica mais perto
doy".

Nessas ultimas constru¢des, novamente aspectas/ogle formais interagem, como
destacado nas construcdes da Figura 12 e ha taortharforte presencga de aspectos
algoritmicos, na obtencéo de pontos que permitegstumlante construir um esboc¢o “mais
preciso” dos graficos. A afirmacao, por parte dmal de que ha duas solucdes pelo fato de
“ver” a intersecgdo acontecer em dois pontos, mastra forte presenca de aspectos intuitivos
na obtencédo da resposta, uma vez que ndo usa umearty formal para sustentar sua posicao;
embora o estudante tenha mostrado uma boa arficudaatre aspectos formais, algoritmicos e
intuitivos, no trabalho com as fungdes, é posgitiskrvar confusdes de natureza formal, como
na referéncia ao grafico da fungcédo exponencial c@taoou na propria afirmacgéo de que
existem duas solugdes, porque “vé” duas interssagdesboco feito e ndo argumenta sobre
outras possiveis interseccdes fora do trecho visto.

Observe que a solucdo da equacdo original, neste gade ser obtida a partir da mudanca
de representacao (traducédo) do campo algébricoopgnatico. Além disso, o processo de
resolucéo deixa claro que, embora o estudante estativesse os conhecimentos necessarios
para a resolucdo do problema (conhecimentos sobgdés), ndo foi capaz de articula-los
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espontaneamente; ao contrario, precisou ser motipalh pesquisador, em dois momentos, a
mobilizar outros conhecimentos e lancar um novaratiobre os elementos da equacéo. Essa
situacéo reforca a posicao destacada por Drey@# j+ e que defendemos anteriormente — de
gue 0s processos relativos ao desenvolvimento deafento Matematico Avancado precisam
ser trabalhados pelos professores, para que aaests, que ainda estdo construindo seus
esquemas mentais, possam aprendé-los e adquadihios uma estratégia para a interpretacéo e
resolucéo de problemas em Matematica.

ConsideragOes Finais

Segundo Tall (1991), o Pensamento Mateméatico Awlmeavolve todo o ciclo da
atividade matematica, que vai desde o ato criatavoonsideracdo de um problema, passa pela
elaboracdo de conjecturas e estratégias de respht€dchegar aos niveis de refinamento e
prova; contudo, esse ciclo ndo é normalmente pidioas disciplinas matematicas no Ensino
Superior. Nesse sentido, entendemos que fomeiritgracao entre 0s aspectos algoritmicos,
intuitivos e formais no desenvolvimento de conce#adeias matematicas corresponde a colocar
em prética o ciclo destacado por Tall. As situagfiesapresentamos nesse trabalho procuram
mostrar a possibilidade e as potencialidades daaelentre os processos relativos ao
desenvolvimento do Pensamento Matematico Avancasoaspectos colocados por Fischbein.
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