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Resumo

Esta comunicacéo analisa as justificativas apradastpor alunos do 4°, 5° e 6° anos
do Ensino Fundamental nas questdes que envolvemargntes equivaléncia e
ordem de fracdes. Essas questdes serao denomirtesiasrabalho como questdes
de raciocinio. O referencial tedrico utilizado eossa anélise foi a Teoria dos
Campos Conceituais (Vergnaud). Os alunos respomdaita questdes
individualmente em sala de aula. Os resultadostapoaquivocos dos alunos ao
aplicarem propriedades dos numeros naturais entgonals de fracdes e também que
0 conhecimento implicito nas questdes de fragcbesa@amplia facilmente no
decorrer dos anos. Nesse sentido, h4 a necessidageinvestigar mais sobre como
favorecer o processo de reflexdo dos invarian@snore equivaléncia de numeros
fracionarios.

Palavras-chaveEnsino e Aprendizagem de fracdo, NUmero Racioaal
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representacao fracionaria, Invariantes operatofodem , Equivaléncia, Ensino
Fundamental.

Introducéo

O objetivo deste trabalho é analisar 490 respatstasunoSdo 4°, 5° e 6° anos do Ensino
Fundamental ao justificarem a escolha por uma ltlmativas como resposta as questdes de
raciocinio em problemas de fracdo. Apos analissasegistificativas criamos algumas categorias
as quais exemplificamos com protocolos de alunade$@nho desse estudo inicia-se com a
descricao da relevancia do tema por meio de estygmgém sendo desenvolvidos e a
fundamentacdo tedrica. Em seguida apresentamasaedimentos metodoldgicos, analise e
discusséo dos resultados e consideracgdes finais.

Relevancia do tema

Na literatura encontramos trabalhos de diferentésr@s que chamam a atencao para o
tema fragcdo como uma das no¢des mais complexasscplanos do Ensino Fundamental
encontram ao estudar matematica (Behr, Wachsmash, & Lesh, 1984; Hart, 1981; Kerslake,
1986; Kieren, 1988, entre outros). No Brasil, agdes séo incluidas no curriculo no 4° ano do
Ensino Fundamental, e sdo exploradas no decorsegirtzs subsequentes. No entanto, pesquisas
desenvolvidas no Brasil (ver, por exemplo, Can®&32 Garcia Silva, Campos, Pinheiro, Souza
2013) e internacionalmente (Streefland, 1991, Bdhrel, Post, Lesi,992, Nunes e Bryant,
2009, para citar apenas alguns), indicam as difaxlés em trabalhar com fracdes. Tais
dificuldades devem ser levadas em consideracaerssammos que as crianc¢as brasileiras nédo
tém familiaridade com as fragbes no seu dia-aadisim como tem com 0s numeros naturais.
Com isso aparecem o0s obstaculos em que os estsdgeieem utilizar as mesmas propriedades,
conceitos validos para 0s numeros naturais paraasdnacoes.

Quando pensamos no ensino introdutorio de fraggimordamos com estudos como os de
Streefland (1991) e Nunes, Bryant, Pretzlik, Evaiade e Bell (2004) ao afirmar que duas
situacdes sdo as mais indicadas: parte-todo eequieciA situacao parte-todo tem como ideia
central a dupla contagem — um todo dividido emntegdguais, no qual cada parte pode ser

representada cordo. A ideia central da situacdo quociente € a divesagisténcia de duas
n
variaveis, uma correspondendo ao numerador e a aotdenominador.

Além dos tipos de situagcdes apoiados em Vergne@RD( 2009) consideramos também o0s
invariantes, ordem e equivaléncia. Para essesiamias, independentemente do conjunto
numeérico, nas relacdes de equivaléncia é possiletar em uma mesma classe elementos
equivalentes, e, assim, formar classes de equumial@am relacdo a ordenacéo temos que é
possivel ordenar elementos de modo que ndo hajaldtEs no mesmo lugar (Vergnaud, 2009).
No caso das fracOes € preciso explorar mais esgesitos de modo a viabilizar uma melhor
compreensao por parte dos alunos, uma vez queséeitos fundamentais para a construgdo do
conceito de fracao.

'0s professores desses alunos faziam parte dod@iservatorio da Educacéo financiado pela CAPES.
Projeto 99/2010Educacédo Continuada e Resultados de Pesquisa exagaduMatematica: uma
investigacdo sobre as transformacdes das pratcpotessores dos anos iniciais do Ensino
Fundamental. Coordenado pela Profa. Dra. Taniaad\Wendonga Campos.

Comunicacar XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 201



Andlise das justificativas de alunos em questddsagédo envolvendo os invariantes ordem e 3
equivaléncia

Fundamentacéo Teodrica

Para subsidiar a andlise dos resultados apoiamoan®soria dos Campos Conceituais de
Vergnaud (1993), a qual oferece uma estrutura qasilpilita estudar as filiagdes e rupturas
entre conhecimentos e as relacdes existentesent@nceitos. De acordo com o autor a
construcdo de um conceito ndo se da de modo imegliatempo necessario para essa
construcao varia de pessoa para pessoa. Um campeitt@l € o conjunto de situacdes, cuja
compreensao necessita do dominio de varios cosatoaturezas diferentes, de seus
invariantes e por um conjunto de representacodsodicas.

Para Vergnaud (1990), é por meio das situacfes prdblemas a resolver que um
conceito adquire sentido para o sujeito. Nesseegtmtpodemos distinguir duas classes de
situacdes. Na primeira, o sujeito dispde em seert@po, em um dado momento de seu
desenvolvimento das competéncias necessariastam#nsio relativamente imediato da situacao.
Na outra classe o sujeito ndo dispde de todasmapaténcias necessarias, o que o obriga a um
tempo de reflexdo, a hesitacoes, a tentativagddess que o leva eventualmente ao sucesso ou
ao fracasso.

Vergnaud (1990) considera ainda que no processimidnio de um campo conceitual
pelo estudante, é importante que o professor faaaralesenvolvimento de esquemas de acéo.
Os esquemas sao os procedimentos, os invariaagesandutas organizadas por regras de acoes
sobre uma classe de situacdes dadas, isto €, a &stnutural de atividade e estd acompanhado
de um teorema-em-ac¢&o ou de um conceito-em-agao.

O conceito-em-acédo € um invariante operatorio aoms propriedades e definigdes,
guando sdo manifestados geralmente sdo explitfargrfaud, 1990). Os teoremas-em-agao
aparecem de modo intuitivo e, na maioria das vesBgsimplicitos. Estédo relacionados com as
estratégias utilizadas pelo sujeito no momentootie®nar situacdes-problema, sem que
consiga explicita-los ou justifica-los (Vergnau@90). Portanto, os teoremas-em-acao indicam
um caminho para se analisarem as estratégiasvatidos alunos e ajuda-los a transformar
conhecimento intuitivo em conhecimento explicito.

Procedimentos metodoldgicos

O estudo envolveu criangas com idade média dead$. dodos eram alunos de escolas
publicas da cidade de S&o Paulo, Brasil. Paraagggise excluimos as respostas em branco e as
justificativas que ndo conseguimos categorizault@sdo em um analise de 490 justificativas.

A coleta de dados ocorreu na propria sala dedndastudantes, sujeitos desse estudo. Os
alunos responderam individualmente a um cadernterda oito problemas, e ndo contaram
com o auxilio de qualquer material. Dos oito proféds, quatro eram de situacéo parte-todo e
guatro de situacdo quociente. Dos quatro probletaa) de uma situacdo como de outra, dois
envolvem o invariante ordem e outros dois o invaei&quivaléncia. Nas oito questdes, foi
solicitado aos alunos que representassem, conefaadituacdo expressa no enunciado e
posteriormente, selecionassem uma alternativaggpusderassem correta, esta comparando
duas quantidades — se uma era maior, menor oudgusta quantidade. Esta comparacao
denominamos como questdes de raciocinio. Apos teetgtionado uma das alternativas era
solicitado uma justificativa para a escolha apreskn Vale ressaltar que a comparacao sobre o
resultado da divisdo nao remeteria o estudantessadamente, a notacao de fracdo. Os alunos
poderiam responder somente interpretando o enumeiadesultado da partilha. Sendo assim,
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para essa comunicacao iremos apenas analisatifisgtigas dos alunos quanto as questdes de
raciocinio.

Quanto a aplicacdo do instrumento, a pesquisadoianto aos alunos questao por
guestdo; entre as questdes era dado um tempogalanos responderem as perguntas. Tal
método foi adotado, pois acreditamos que assimaréuihos eventuais dificuldades de leitura
gue pudessem interferir no desempenho dos estedamtesolucdo das questdes.

A seguir apresentamos um exemplo que ilustra atesdrde cada um dos oito problemas:

Ana divide seu chocolate em 2 partes iguais e come 1 parte.
Marta divide seu chocolate em 4 partes iguais e come 2 partes.
Os chocolates sdo idénticos. Represente a fragdo que cada uma
comeu.

2

Ana Marta

El questdo de nomear fragGes

Ana comeu mais do que a Marfa__D
Marta comeu mais do que a Ana D questdo de raciocinio

Ana comeu tanto como a Marta D

Porgue

s

justificativa

Figura 1. Exemplo de um problema indicando os tipos de §asst

Esse é um problema na situacao parte-todo e engotwariante equivaléncia, no qual
destacamos as questdes de nomear fracdes e rac®tdmbém a parte que é o foco de nossa
comunicacgao, que sao as justificativas dos alunastq a escolha realizada.

Analise dos resultados

A andlise dos protocolos dos alunos nos permigatificar as respostas consideradas por
nos como validas, ou seja, as justificativas nassgos alunos apresentaram a ideia do conceito
de equivaléncia ou ordem. Além disso, buscamosuiaas respostas, justificativas que nos
permitissem analisar os argumentos utilizados s&tiadante para responder o problema
proposto.

Apresentaremos a seguir algumas justificativasideredas validas. O problema a seguir
envolve uma situagéo parte-todo com o invariantevetgncia.
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Ana divide seu chocolate em 2 partes iguais e come 1 parte. Marta divide seu
chocolate em 4 partes iguais e come 2 partes. Os chocolates sdo idénticos.
Represente a fragdo que cada menina comeu.

Ana comeu tanto como a Marta [
Ana comeu mais do que a Marta [
Marta comeu mais do que a Ana []

e —

Marta

Figura 2 Problema na situagéo parte-todo com o invariagtigvaléncia.

Uma resposta considerada valida pode ser exenagldipelo seguinte protocolo de um
aluno do 4° ano que selecionou corretamente anattea de raciocinio:

N T

Porque 1 1nxlo cAYnNoii oV

I i : . . . — ) §
} oA L_,E:;\ o - e Y /i CEYY/08 ]

o

Figura 3. Protocolo do aluno 67 referente a categoria fiastiva valida”.

Esse aluno apresenta uma justifica valida, semartih linguagem formal, e mostra ter
identificado a relagc&o proporcional entre os pesl@gochocolate, mostrando compreender a
equivaléncia das quantidades que cada menina c@po@mto a linguagem, esse fato era de se
esperar uma vez que, até o momento de nossa deldtlos, eles ndo tiveram contato com este
conteudo, segundo os professores responsaveisctasass.

Outro exemplo das justificativas validas pode $eeovado no problema a seguir que
envolve a situagao quociente.

Cada grupo de ratos e coelhos tem uma torta de cenoura. Trés ratos irdo dividir
igualmente 1 torta entre eles. Cinco coelhos rambém irdo dividir igualmente 1
torta entre eles. As tortas sdo idénticas e ndo pode sobrar pedago. Represente a
fragdo que cada um ird comer.

Ratos a Coelhos o
) ;‘
d oo Vo ] i"’ & '?1"41 %
" ;‘J{ ) < {Q ) SR .
SO = ﬁ e .l.-n- 4y
ok e
N "

Cada rato come mais do que cada coelho
Cada rato come menos do que cada coelho O
Cada coelho come tanto como cada rato O

Figura 4 Problema na situag&o quociente com o invariamteno.
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Para esse problema um aluno do 4° ano apresen®justificativa considerada por nos
como valida.

UJJ}% ﬁs.”sj%?w-l AQNae  ynne L

Q £ Wi B W

J o WAT ) A

A ANBS 4 gme

Figura 5. Protocolo do aluno 245 referente a categoriaifjoativa valida”.

Analisando a justificativa podemos inferir que eslsmo compreende a ideia que envolve
o invariante ordem e parece entender a relacacsaentre o divisor e o quociente. Ao relatar
gue os pedacos dos ratos serdo maiores do que gselbos parece perceber que quanto mais
se divide um inteiro, menor ficam as partes.

Foi baixo o numero de justificativas validas, urea gue o percentual de acerto nas
guestdes de raciocinio foi 24,7% e apenas 6,8%api@am justificativas vélidas. Esse dado é
preocupante, pois mesmo sendo bem baixo o pert¢elet@@erto nas questdes de raciocinio, 0
numero de alunos que justificaram corretamentaif@la menor. Isso nos leva a questionar até
gue ponto o aluno que selecionou a alternativaetaopara as questées de raciocinio tem o
conhecimento, mesmo que apresentado de formaivauios invariantes ordem ou
equivaléncia. Entre os tipos de situacdes o irdkgeistificativas validas foi bem préximo, tanto
para as questdes na situacao parte-todo (49,3%)agpara as questdes na situagao quociente
(50,7%).

Quanto as justificativas consideradas por nos awdioovalidas conseguimos classifica-las
em trés grupos: os alunos que em lugar de justificgiaram trechos do enunciado; alunos que
justificaram comparando apenas numeradores e nesatjue justificaram comparando apenas
denominadores.

A tabela 1 apresenta a visado geral da frequénai@dos por categorias e situagdes:

Tabela 1
Frequéncia de erros nas questdes de raciociniocptagorias e situacoes.

Trecho do Compara Compara
enunciado numeradores denominadores
Sit. Parte-todo 64 65 25
Sit. Quociente 77 30 14
Total 141 95 39

Analisando a tabelal, o que nos chama mais a aéngdumero total de justificativas em
gue os alunos apenas copiaram parte do enunciddip€d nimero de justificativas por
situacao, na categoria de comparar os humeradoeg®igmais do que o dobro de uma situacéo
para outra.
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Para compreendermos melhor iremos exemplificasessagorias:

» Copia de trechos do enunciado — nessa categorsgdesamos as justificativas nas quais
alunos copiaram parte do enunciado do problemade da questdo de raciocinio. O
problema a seguir apresenta uma situacdo em queergearam dois casos da situagéo
parte-todo:

Duas meninas irdo dividir igualmente 1 barra de chocolate e ndo deve sobrar nada. Quatro
meninos também ir8o dividir iqualmente 2 barras de chocolate sem sobrar chocolate. Os
chocolates sdo idénticos. Represente a fracdo que cada um ira receber.

Cada menina irda comer mais do que cada menino O
Cada menino ira comer mais do que cada menina
Cada menina ira comer tanto como cada menino O

Figura 6. Problema na situacao quociente com o invarianiezalgncia.

Um aluno do 5° ano seleciona a ultima alternatisa kigar de justificar o porque de sua
escolha descreve exatamente o conteludo da alternadinforme mostra a figura a seguir:

Porque L 10 A4 TAAT - Val

Figura 7. Protocolo do aluno 113 referente ao grupo “copi&réchos do enunciado”.

Nesse caso, consideramos que nao é possivel afamaaluno compreendeu ou ndo o
conceito de equivaléncia, uma vez que essa saliaraativa correta, mas nao foi possivel
identificar o que o levou a chegar a essa concluftificativas como essa foram as mais
comuns, correspondendo a mais da metade (51,3%)é&sogrupos de respostas categorizadas
por nds. Ao comparar por tipo de situagéo, os @sdioram préximos: 45,4% na situagéo parte-
todo e 54,6% na situagéo quociente.

» Compara apenas 0s numeradores: nesse grupo os alatificam dizendo quem comeu
mais ou menos parte ou justificam em relacéo atgleate de objetos a ser dividido. No
problema a seguir € explorado o invariante equinddéem duas situacdes parte-todo:
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O indio corta a sua pizza em 4 partes iguais e come uma parte. A india corta a sua
pizza em 8 partes iguais e come duas partes. As pizzas sdo idénticas. Represente a
fragdo que cada um ird comer.

O indio ird comer mais do que a india[ ]
4 india ira comer mais do que o indio ]
O indio ird comer tanto como a india n

Figura 8.Problema na situacéo parte-todo com o invariantezakgncia.

A justificativa de um aluno do 5° ano para o protdanencionado acima foi a seguinte:

: . / 2 1
Porque _ A 2@ AML 2 A oL PRXN L ANNIAN
) Nl \ NN Q A NAANTE NI
~ — ‘TF- >

Figura 9. Protocolo do aluno 178 referente a categoria “@mppenas o numerador”.

Apreciando essa justifica temos que o0 aluno anabgenas a quantidade de “partes” que
cada indio comeu e ndo considerou o “tamanho déesspaNesse sentido, observamos que esse
estudante ndo reconheceu a relacéo das partes twolo eferéncia. Observamos nesse
exemplo, que os teoremas em acao utilizados pes essudantes sdo 0s mesmos empregados
guando quantificam nimeros naturais. Nos parecesfes estudantes “discretizaram” essa
grandeza continua a fim de estabelecer relactes @auantidades de “pedacos”.

Como visto anteriormente, na situacao parte-tododiegorizado 68,4% desse grupo de
resposta enquanto na situagcédo quociente foram 3T,68t0s a hipotese de que o nimero
elevado de respostas desse grupo na situacaagadotpossa ser influenciado pela maneira que,
frequentemente, enunciamos os problemas nessafgitU&a muito comum enunciarmos, por
exemplo, que uma pessoa “comeu tantas partes” dedore a pergunta realizada é “o quanto
essa pessoa comeu?”. Esse tipo de pergunta ndeeEo@ situacao quociente, na qual temos,
por exemplo, uma quantidade a ser dividida por umero de pessoas e a questdo solicitada é o
guanto cada pessoas ird ganhar.

» Compara apenas os denominadores: nesse grupmos glistificam dizendo quem cortou
em mais ou menos partes ou justificam analisargieaatidade ou nimero de pessoas que
irdo dividir algo.

Podemos exemplificar esse tipo de justificativastderando o mesmo problema
enunciado anteriormente e temos como respostaungegrotocolo de um aluno:
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-
¥

Porque _ prollas.s. oo falljlnr  cirou
| |

Figura 10.Protocolo do aluno 161 referente a categoria “@mmppenas o denominador”.

Esse aluno do 6° ano, seleciona a alternativa ena ddia ird comer mais e justifica
dizendo que ela dividiu em mais partes a sua pieasa justificativa também ha foco na
guantidade e nao na relacéao entre parte e o todo.

Para esse grupo de justificativas o indice foi ma#osituacdo parte-todo (64,1%) do que
na situacao quociente (35,8%). Mais uma vez enaomas uma incidéncia maior desse
argumento entre os alunos que responderam a tpacte-todo. Esse dado nos faz refletir
sobre os resultados de pesquisas (Mack, 1990fl8trée1991 e Nunes et al 2004) que indicam
ser mais natural compreender questdes de raciat@sguacao quociente.

Nessa analise das justificativas dos alunos (v@lidando) podemos pensar no que
Vergnaud (2001) relata sobre as duas classesuded#s: uma em que o sujeito dispde de
repertorio necessario para o tratamento imediatonke situacdo e outra em gque o sujeito ndo
dispde de todas as competéncias necessarias,coafuigga a um maior tempo de reflexdo. Os
alunos, na tentativa de responder corretamentaest@gs propostas, buscam em seus
conhecimentos construidos uma solucéo para talgmab Nesse sentido, observamos que
possivelmente muitos alunos que se equivocararpaaram na ideia de quantidade e ndo na
relacdo entre as quantidades (em muitos casotudg®d parte-todo). Sobre essa tematica
concordamos com 0s estudos que indicam que muitagdihdes dos alunos que iniciam o
trabalho com fragGes na sua aprendizagem sdoaedatas ao fato de ndo considerarem a fracao
como um numero e sim a sobreposicdo de dois numatosais.

Nesse trabalho identificamos teoremas em acacsggando Vergnaud (1998) é uma
proposicédo na qual o sujeito toma como verdadeiveeso real, podendo ser essa falsa ou nao.
Essa ideia € ilustrada neste estudo por meio dtigativas que se baseiam na andlise da
guantidade de pedacos

Em nosso experimento foi possivel identificar gsiguatificativas apresentadas, sejam as
validas e ndo validas- mostraram-se ser de naterapéica. Tal fato nos ajuda a compreender a
complexidade presente nos processos de ensinerdagagem das fracdes, sobretudo, quando
tratamos dos invariantes equivaléncia e ordem.ddéassidade também de focalizar mais
situacdes que levem o estudante a refletir sole@eao inversa entre o divisor e o quociente,
pois essa ideia parece nao ter se consolidadomaigo investigado. Observamos ainda que
mesmo quando nossos alunos apresentam justifisatif@as sobre equivaléncia e ordem ha
necessidade de ampliar e consolidar esse conhgoimen

Consideragdes Finais

Da mesma forma que estudos como os de Hart (1B8h), Wachsmuth, Post, Lesh
(1984) e Mack (1995), dentre outros, apontam equis/alos alunos ao aplicarem propriedades
dos numeros naturais em problemas de fragOesspestas apresentadas pelos estudantes
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investigados nesse estudo nos permitiu identifjogra maioria das justificativas eram

equivocadas e referiam-se a comparacao entre fpede analise dos numeradores ou
denominadores como se fossem dois niumeros natsrgisais poderiam ser analisados
separadamente: ora com foco no “tamanho do pedagpha “quantidade de pedacos”.

Nesta investigacdo ha indicagbes sobre a utilizdedmnhecimentos informais pelos
estudantes. Todavia os resultados nos permitegtirefbbre o papel fundamental que o
professor deve assumir, uma vez que o conhecinn&@otoal identificado neste estudo ndo se
amplia facilmente no decorrer dos anos. Dessa fdnfnaecessidade de se investigar mais sobre
como favorecer, durante as aulas de mateméatiaqacesso de reflexdo dos invariantes ordem e
equivaléncia de numeros fracionarios.
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