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Resumen
El objetivo es elaborar un andlisis praxeoldgicdeetheterminacion de la ecuacion

diferencial:k% = Z—?, gue desarrollan Zill y Cullen (2008, p. 533, VDl En la

determinacion de la ecuacion destaca la transpositg técnicas empiricas que se
corresponden con la fenomenologia fisica, que mueden justificar con los
elementos tecnoldgicos supuestos en el modelogdmiaacion matematica de
Chevallard (1999)Como obijetivo colateral del trabajo se deja ver@@sa carencia
de justificacion hace necesarimisos argumentos tecnoldgicos ausentes en la TAD
para su propia justificacion.

Palabras clavetécnica préactica, tecnologia tedrica, empiremstjtlicion.
Abstract
The purpose is to develop a praxeological analgsietermining the differential

equationk% = Z—I:, which develop Zill and Cullen (2008, p 533, V). In

determining the equation stands transposing enapiiechniques, which correspond
to the physical phenomenology, which cannot bdified with the assumptions
technological elements in the mathematical modghwoization Chevallard (1999).
As a side objective of the work is left to see b lack of justification makes
necessary absent other arguments in the TAD teabpndbr its own justification

Keywords Technical practice, theoretical technology, emmpia, Institution.
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Introduccién

El objetivo es elaborar un andlisis praxeoldgicdeetheterminacion de la ecuacion
diferencial parcial de difusién de calor que dedtamn Zill y Cullen (2008, p. 533, vol. 1). En la
determinacion de la ecuacion destaca la transpositg técnicas empiricas que se corresponden
con la fenomenologia fisica, que no se puederfiggstcon los elementos tecnoldgicos
supuestos en el modelo de organizacion matema&igl e Chevallard (1999). Como objetivo
colateral del trabajo se deja ver como esa carelecjastificacion hace necesarios otros
argumentos tecnoldgicos ausentes en la TAD papaogia justificacion. Se plantea asi un
proceso de transposicion y circulacién de praxdakgntre diferentes instituciones, tanto de
utilizacion como de produccién de saberes.

En la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD} I@M, también reconocidas como
praxeologias canonicas, son integradas por obydtamicas que se consagran en la practica
matematica hacia la resolucion de tarBaspartir de una teoria matematica. Las OM son asi
concebidas como la Institucion de produccion dessbmatematicos, los cuales son validados
segun las normas de demostracion matematica. Lasedddntemplan en la cuadrupla de
analisis T, 1, 6, ©], la cual muestra quEes un tipo de problema por resolvees la técnica con
la cual se puede abordar el problefhka tecnologia de la que se desprende la técriceeras,
axiomas, definiciones, etc. & el marco axiomatico que soporta la organizacion.

Desde este enfoque, las actividades de la matengdoolar pueden estructurarse por OM
cuyos objetos dejan fuera concepciones que digigarpa la construccion social de los saberes
sobre los que descansa actualmente la ensefiatmandeematica. Es asi que la TAD no acepta
la modelacion de conceptos fundamentales cuyaidiéfinse advierte empirica, por ejemplo:
aguellos devariabley funcibnmirados a través del estado delvimientopercibido éste ultimo
comovariabilidad. La razén es que movimiento y variabilidad no sonceptos que pertenezcan
a la teoria matematica y son méas bien admitidda Banomenologia fisica y los modelos
estocasticos.

El uso de recursos de la fisica y otras disciplerata ensefianza de la matemética, ha
servido paranotivarlos tépicos y objetos matematicos de modo quav@s$rde ellos se puedan
interpretar algunos resultados de los problepnasticosque con esos recursos y otros
conceptos se puedan resolver y cuya resoluciorige en los planes y programas de estudio,
principalmente en aquellos de las carreras de iaganEs asi que la introduccion de conceptos
externos a la practica matematica, involucra apm de técnicapracticasintermediariasgue se
unen con lagécnicas matematicague se despliegan de los teoremas y definiciangs,
asociacion sirve de puente para la resolucionrdada

Al menos para la ensefianza, el uso de ese tipstdasivos para la adquisicion del
conocimiento ha sido convenido tanto por los agtdeetextos, los profesores y quienes han
disefiado los planes de estudio, sin un cuestiomaonié centro de la teoria matematica que
valide su uso. Esa actividad es comun en la maieargdgcolar, principalmente en el nivel
superior de ingenieria, y es marcado por una fiadin la resolucion de problemas de
aplicacionpara cada tema especifico, que supuestamente tigeerer con las especialidades
de las carreras.

¢, Como modelar la actividad de ensefianza aprendizgjeesas condiciones?
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A partir de la fenomenologia fisica de los sisted®fluidos, se muestra en el escrito la
ley empirica degjastq la cual cuenta con técnicas empiricas que detanma ecuacion
diferencial parcial de difusion del calor. La préatque involucra el gast en la determinacion
de las ecuaciones diferenciales, arroja rupturiaseepologicas al centro de la teoria matematica.
Es asi que para una modelacion praxeoldgica daragosicion de este concepto en la
definicion del objeto:

0%°u  du
ﬁ—a-.-(l)

se hace necesario definir otro tipo de organizason

Se consideran dos tipos de praxeologias que saruéicun nivel mas bajo de
racionalismo respecto a las OM: las primeras se@@ncom@raxeologias matematicag
designan las funciones a que da lugar la utilidathd OM determinadas por los procesos de
transposicion del saber, admitiendo argumentaciari@garias que surgen de la practica
matematica, en las instituciones usuarias de lam@ica misma. Las segundas se conciben
comopraxeologias no-canénicaks cuales admiten conocimientos empiricos ages aiiencias
no-matematicas. En ambos casos, se presenta undandle co-determinacion entre los
elementos de las OM y aquellos de las actividadagipas, que llevan a la construccion de
praxeologias no-canodnicas.

Para la justificacion de los elementos tecnologoqueesintegran ambos tipos de
praxeologias, el modelo chevallardianoT, 6, ©] deja de funcionar. Es asi que para su utilidad
en la incorporacion de conocimientos externosradgematica, se asumirarebdelo extendido
de Castela y Romo-Vazquez (2011): Un modelo degmlagia no-candnica en proceso de
construccion, que admite tanto las tecnologiasdas™ como tecnologias practic’

gth «— P(M)

TI TI Hp ) «— Iu

Esquema 1IModelo praxeoldgico extendido propuesto por Gast&komo-Vazquez (2011), en el que se
incluye a la unidad basica de analisist;9, ©] una tecnologia practid.

En el Esquema 1, representa la institucion usuaria de la mateméticaste caso los
sistemas de fluidos, de los que se desprendenlogia® practicag®, en tantd?(M) son aquellos
investigadores que producen matematicas y justificy’.

Experimentacion y empiremas

El uso del gasto en la demostracion de la ecuatiférencial parcial citada, muestra la
transposicion de saberes entre instituciones nesag@amente matematicas y da pie para aceptar
la existencia de argumentos externos conocidos ernpiremasen la forma en que los define
De Gortari (2000, p. 166).

Los empiremas se reconocen por el contenido depi@pnes obtenidas como resultado
de actividades préacticas o experimentales, loeswsdn susceptibles de ser sometidos a
verificacion para probar su validez. Vidal y Rog&l§€2007) enuncian proposiciones de este tipo
llaméandolosconceptos pragmaticpes decirentidadesjue no son parametros directamente
observables o medibles via instrumentos, ni tamparcd inmediato, conceptos técnicos de
caracter cientifico:
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(...) representaciones esquematicas y operativasraldds por y para la accion, que son
producto de un proceso histoérico y colectivo, y goe transmitidas esencialmente por
experiencia y por compafierismo (p.’51)

De manera semejante a los teoremas, los empirenEetesminan primero en calidad de
hipétesis, como consecuencia de una serie de nazema@s, para posteriormente ser sometidos
a pruebas experimentales. La caracteristica dadg®siciones y formulas contenidas en los
empiremas, es que estas pueden ser §l. pyeludio de conceptos cientificgs.)”, toda vez que
son “(...)provistos de cualidades tedricafdp. cit., p. 52), sin necesariamente ser consaber
objetos pre-construidos como aquellos que formae jpie las OM, en el sentido de Schneider
(2007).

Este punto de vista se apega a la aceptacion deépto de empirismo como sustento de
la construccion de conocimiento, semejante a ltupmsjue adopta Priest (2007, p. 6):

Considero que el conocimiento se “fundamenta sdharekperiencia si y sélo si la
experiencia es necesaria para el conocimfento

El planteamiento deja ver que el empirismoesesarigara la adquisicion y formulacion
de conceptos, mas alla de su concepcién a priori.

En el Esquema 2 la tecnologia pracftgustifica el empleo de las técnicas empiricas
externas, toda vez que tiene por limite a las tegfas tedrica®™ dominantes. En esa
estructura, el bloqud |, 1,] se reconoce como waber-hacede caracter practico, mientras que
el bloque tecnoldgicdf, 61 finca un puente epistemolégico entre las tecrialgractica y
tedrica, que son validadas por la institucion usugrque ademaproducelas actividades
practicaste. Ambas tecnologias establecen un nivel de disdeswlogico mixto que enriquece
la justificacion de las técnicas practicas invohaers.

[Tl TI le G)] — Iu
Esquema. Modelo deempiremaen el qued® justifica las técnicas empiricas externada vez que
tiene por limite a la tecnologia tedri@d En este caso, la institucifnvalida su posicion.

Para mejorar la explicacion anterior se proporsgeliente caso.

De la Pascua (1876, pp. 95-96) propone dos defimisi para el gasto en tahtantidad
de agua que sale en un tiempo dado por una abedwaéguiera”. La primera de ellas es una
definicion tedricaexpresada por la formula (2) de Torricelli.

2tK+ah

t’

Q= )

en la cual representa el gastid,la superficie o area del orificibgl tiempo en que se produce
dicho gastoh la altura del nivel w la altura de que caeria un cuerpo pesado emghdit. La
formula (2) es deducida de las leyes del movimienitormemente acelerado y representa lo

1 (...) représentations schématiques et opérativebpias par et pour I'action, qui sont le produitnd’
processus historique et collectif, et qui sontgraises essentiellement par expérience et par caropagge.

¢ | suggest knowledge is ‘based on’ experiencedfamly if experience is necessary for knowledge.

% El libro de fisica de De la Pascua se us6 comoualgpara la ensefianza de esa disciplina en la Bscue
Nacional Preparatoria mexicana durante el Gltimcidedel siglo XIX.
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gue se conocia a finales del siglo XIX cogasto tedricoPara determinar gasto practicoPe

la Pascua comprolyor la experienciags decir, a través de una constatacién empirica, la
expresion (2) usando un deposito en el que laaattal nivel era constante en todo momento, de
modo que midio las cantidades de agua a travéwifielo para diferentes tiempos. A partir de
esto ultimo dedujo que el “(..gasto préactico es en proporcién menor que el géshaco”,

ello a partir de que leelocidad préacticalel flujo es de dos tercios respecto de la ted(jgadsb).

De la Pascua atendi6 el problema geométrico geassata y que le llevo a determinar la
proporcion de dos tercios de diferencia entre lacidad practica y la velocidad tedrica,
concluyendo que el deposito utilizado para la @rgpentacion no era del todo cilindrico sino que
asumia cierta forma conica, de modo que las prapus entre gasto practico y gasto teérico
son lo suficientemente aceptables de acuerdoxpkxienentacion, lo cual valida en ese contexto
a la expresion (2).

La ley empirica del gasto en la difusion de caloEl punto de vista en los manuales

Por lo general los textos de mateméticas involunmaones y conceptos empiricos para
validar la definicion de conceptos matematicoslgaeonstituyen, sin justificar la inmersion de
dichos argumentos al centro del contenido del déscnatematico que da estructura al texto. Un
caso particular se puede ver en el libro de ecoasidiferenciales de Zill y Cullen (2008, p. 533,
vol. 1). Estos autores hacen uso de la ley empdetgasto:

Q =—ymu... (3)

expresion que como es sabido fue fincada a través elxperimentacion en las corrientes de
agua durante el afio de 1625 por el italiano B.allgdtie ademas experimentada por Galileo en
1656, hasta lograrse un uso practico en la detewidin del volumen de agua que atraviesa por
una seccion trapezoidal en los canales, en loajoaldesarrollados por Chézy en 1768 y en los
estudios sobre el movimiento de los fluidos de Biagh 1821 (Levy, 1989, p. 226) En la
formula (2),Q es la velocidad con la que ocurre el flujo poelemento de seccidn transversal
de un tramo de tubo de masa homogémass la masa del flujoyla cantidad de flujo que se
acumula en la seccion por unidad de tiempo

Tijonov y Samarsky (1972, p. 189) usan la ley deitg en la forma:
g Up~U o 4 0u
Q= k—l S = kaxS"'(4)

dondeSes una seccién de la barr%‘\%?ﬂ el calor qugpermanecen la seccién por unidad de

tiempo. En todos los casos el uso del g&stacilita la practica matematica importando asi las
disquisiciones fisica€sodunov, 1978, p. 36) que llevan a la determiradie la ecuacion
diferencial.

La misma idea en la utilidad del gaQdue la pieza clave que llevo a Fourier a establece
la ecuacion de calor. Fourier describe el equdibérmico del flujo de calor a partir de una
descomposicién geométrica de los cuerpos (sélidimpimos), que deviernmétodo candnico

* Navier (1821)Sur les lois des mouvements des fluides, en agand & I'adhésion des molécules. Annales
de Chimie et Physique, col. 19, 244-2B@. la reproduccién parcial de La Houille Blanchémn 6 (1967),
673-677

® La obra de Castelli, en la cual determina el gata@itada por Levi: Castelli, B (176Bella misura delle
agcue correntienRaccolta d autori...yol. 1, Florencia.
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(Dalmedico, 1992, pp. 133-134). La cantidad deraalgue permanece en una seccion entre las
superficies de un paralelepipedo elemental, corallourier a la ecuacion de propagacion, que
se muestra en (5).

du _ k (dzu d?u  d?u
a ¢,

ﬁ+dy2+dzz)...(5)

dondeC es el calor especificp,la densidad ¥ la constante de conductividad

El calor va de las regiones de calor mas altasHasiregiones mas frias a una velocidad
proporcional a la variacion de la temperatura.

El método candnico es resultado de la definicidrgdsto fincada originalmente por
Castelli, que a su vez utilizé Fourier a partir c@hocimiento que tenia de ley de enfriamiento
de Newton, cuyas articulaciones pone en evideagia titada Dalmedico (1992):

(...) El calor se difunde por un area elemental quigi@al al producto de la superficie de
difusién por el coeficiente conductibilidad exteqee multiplica a la diferencia de temperatbiras
(p. 131).

El engranaje que sefala fundamental la féormulgasto, evidencia una fenomenologia
fisica que esconde la génesis del modelo matendgitas ecuaciones diferenciales que
organizan el problema de difusién de calor. Didreofnenologia es estrechamente relacionada
con la estabilidad de los sistemas de fluidos pm@do a la obra de Newton: Leantidades
fluyentes|asfluxiones asi como el método del gasto para determinarddratura de las
curvag, dejan ver en este Gltimo su filiacién ante esesia, del cual Fourier es participe.

Se presentan asi dos dominios diferentes en depgiadeciproca: la teoria de calor que
se desprende de un modelo del todo experimentahygae de ella se deduce, la teoria de las
ecuaciones diferenciales, que se contempla actatdne@ un modelo tedrico matemético. No
obstante, la explicacién a través del método caoduara la definicion del modelo matemético
de las ecuaciones diferenciales hace inevitabla practica matematica el uso del gasto.

Los autores de los libros de texto de ecuaciorfeseticiales, formulan estas ultimas a
partir de los principios de la fisica para motilear topicos y objetos matematicos, de modo que
a través de ello se puedan interpretar los resaftgqde las ecuaciones arrojan. ¢ Pero, de veras
es0s autores contaran con herramientas matemgéica$ormular las ecuaciones diferenciales
citadas y asi evadir en la practica matematicpragias herramientas que provee la
fenomenologia fisica? Un intento de evadir el gastdescribir la ecuacion de difusién a partir
de la divergencia como:

U = Cipdiv(Vu) , 0 biemu, = éVu ... (6)

No obstante, la divergencia de un campo vectoridéda diferencia entre el flujo que
entra y el flujo que sale del campo, determinarsi@bpropio gasto. Koepfler (2001, p. 26)
desarrolla un planteamiento semejante, con loiotexita una demostracion mas apegada a la
teoria matematica, sin poder evitar las referereiafenomenologia fisica.

® (...) La chaleur diffusée par une aire élémentaseégale au produit de la surface de diffusion lpar
coefficient de conductibilité externe que multidhedifférence de température.

" Ademas de la gran cantidad de problemas de difusaor, flujo de particulas, etc., que se atiengie los
Principia.
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La técnica del gasto es determinada y validadangtituciones externas a la matematica
sin poder disociarse de los modelos praxeolégioosyp estatus en la ensefianza de los modelos
de ecuaciones diferenciales.

Modelacion praxeolégica de la definicion de la eddrade calor a través del gasto

La ley que determina el gasto (1) es transpuestascho cuestionamiento por Zill y
Cullen (2008) al caso de la difusion de calor salr& barra delgada de longitudde
condiciones analogas al flujo de liquidos. Pama edtablecen cuatro supuestos:

» Dentro de la varilla, el flujo de calor tiene lugado en la direccior.

» La superficie lateral esta aislada.

* No se esta generando calor dentro de la varilla.

» Lavarilla es homogénea, esto es, su masa pordidel@olumerp es constante.
» Elvalor especificy y la conductividad térmicld del material son constantes.

El problema se puede esquematizar a través deraregbogia no-candnica de la siguiente
manera:

T: Determinar la ecuacion diferencial

d’u  ou
Frcinlen (1)

“Para deducir la ecuacién diferencial parcial gaeesatisface mediante la temperatura u(Xx,
y), necesitamos dos leyes empiricas de conducei@aldr” (p. 533).

Las leyes empiricas se describen enseguida é8nseguin el modelo de Castela y Romo-
Vazquez (2011).

87 : En un elemento de masa m, la cantidad de caés Q

Q=-ymu ...4)
dondeu representa la temperatura del elemento.

65 : La velocidad del flujo de calor,Q través de la seccion transversal (...) es

proporcional al area A de la seccion transversalayderivada parcial de la temperatura respecto
ax.

Q =—kAU (5

En el siguiente planteamiento se esbozan técnigasimentales.: empiremas, que
llevan a establecer una expresion para la cantdadlorQ al involucrar elementos como la
masam en funcién de la densidad y el area de la seccion circular de la varilla.

Te: “Como el calor fluye en la direccion que descetatemperatura, el signo menos se
utiliza en (5) para asegurar ques@a positiva para«0 (...) y negativa x>0 (...).

Te: Si la seccion circular de la varilla (...) entrg x+4x es muy delgada, entonag, t)
puede considerarse como la temperatura aproxinradada punto del intervalo.

Ahora la masa de la seccion circulames= p(AAx), por ello, a partir de (4). Puede
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deducirse que la cantidad de calor en tal masa es,
Q = ypAAxu" . .. (6)

A partir de las expresiones (5) y (6) los automslzinan actividades empiricas con
técnicas matematicas para establecer el increndentalor que se acumula en la seccién
transversal:

“(...) cuando fluye calor en la direccion positivaxdea partir de (5) observamos que el
calor se incrementa en la seccion transversal ¥@ipaidad neta de

—KAu,(x,t) — [-KAu,(x + Ax),t)] = KA[u,(x + Ax, t) —u,(x,t)] ... (7)

El resto de las actividades refieren técnicas matieast para concluir con la
determinacion de la ecuacion diferencial parcial:

1,:“Diferenciamos (6) respecto a t y observamos gueslocidad neta esta dada también
por

Q = ypAAxu; . . .(8)

To: Al igualar (7) y (8) obtenemos

K uy(x+Ax,t)—uy(x,t)
]/_P Ax = ut s (9)

T3: Calculamos el limite de (9) cordx — 0 para finalmente obtener (1) en la forma

K
YP

Uy = Ut
- K ey .. L, .
T4 ES muy comun establecer= Y llamar esta constante positdifusividad térmica.

La demostracion concluye estableciendo un objetemmetico que se puede distinguir
como un elemento tecnoldgico & 7., 07, 6] — I,, es decir:
th, j, 0% _ du
A kaxz T ot
Conclusiones

La nocidén de gasto fue en su origen provisto dédades tedricas que sirvieron de ensayo
para la determinacién de objetos matematicos fuedtates como la ya vista ley de
transferencia de calor de Fourier, asi como el@miocde divergencia. Sin embargo, y como se
ha puesto en evidencia, el gasto vincula dos réwdgeracionalismo que permiten dar cuenta de
procesos de construccion de saberes que se daderenartir de conocimiento empirico, toda
vez que permite incorporar en las praxeolégicasambnicas empiremas donde se presentan
esos conocimientos. Sin ser un saber descontezddali el gasto cuenta con amplios atributos
operatorios, siendo objeto de intercambio y de jdaciones transpositivas entre las
instituciones involucradas.

En este caso, comunidades de escritores de textasgpenseianza de las ecuaciones
diferenciales parciales transmiten saberes pr&ctiam nivel local de investigacion matematica,
donde la justificacion que asumen es al centrondeserie de suposiciones de la fenomenologia
fisica.

El modelo extendido de Castela y Romo-Vazquez (RliEloriginalmente disefiado para
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justificar los conocimientos empiricos que surgeteatro de la practica matematica

O principalmente en las actividades escolarasas no para justificar la utilidad del empirismo
en la construccion del conocimiento, como es & a@aslizado. Sin embargo, Castela (2008)
atribuye a la nocion de tecnologia seis funciongsgermiten tomar en cuenta la utilidad de las
matematicas en las disciplinas intermediarias rycpalmente en profesiones como la
ingenieria, no obstante, la tecnologia practiozoseesponde con una modalidad diferente de
validacion institucional (Romo-Vazquez, p. 54).

Es por esta razon que se propuso el modelo de @mgpique se muestra en el Esquema 2,
en el que se incorporan actividades practicaspstaate este ultimo se ubica en un nivel de
racionalismo muy alejado de las praxeologias mdteasacandnicas.
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