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Resumo

Apresentamos, neste trabalho, uma abordagem id@i&koria de Grafos em duas
turmas de segundo ano de Ensino Médio. Propomosp@o de carta, a resolugao
de um desafio que adapta o Problema das Sete RlEnka&migsberg (1736) a
disposicéo geografica da Grande Vitoria (Espirdats, Brasil). Nosso objetivo
analisar respostas dos alunos a carta das Pontégdda, de modo a estabelecer
relacdes entre estratégias de resolucao de alumds enatematico Leonard Euler.
Além da carta, foi utilizado um material didatic@prio, elaborado a luz da Teoria
do Jogo de Vozes e Ecos, de Paolo Boero e seu.ghypartir da aplicacao desse
material, identificamos ecos produzidos por aluwhasnte a resolucéo das
atividades propostas e apresentamos algumas aogi@s do uso da Histéria da
Matematica em sala de aula.

Palavras chaveEducagdo Matemética, Matematica Discreta, Engiédio, Teoria
de Grafos, Historia da Matemética.

Introducéo

No Ensino Médio brasileiro, percebe-se que a Matea Discreta tem se reduzido ao
estudo de andlise combinatéria e probabilidades®fsma, a inclusdo dos Grafos no Ensino
Médio permite a ampliacdo de discussfes sobrepiogideste campo da matematica. Alguns
aspectos normativos reforcam as potencialidades dbordar a Matematica Discreta e a Teoria
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dos Grafos no Ensino Médio em sala de aula. Asn@gées Educacionais Complementares aos
Parametros Curriculares Nacionais defendem quar‘esimado para a vida significa mais do
gue reproduzir dados, denominar classificacbeslentificar simbolos. Significa [...] enfrentar
problemas de diferentes naturezas” (Brasil, 2009).dNesse sentido, estudar elementos da
Matemaética Discreta pode significar diversificag@Matematica para além dos elementos
algébricos, tdo marcantes em estudantes da EsésieaBE importante destacar que as
Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio sugeliscussao do uso de problema da Teoria
dos Grafos no Ensino Médio:

No Ensino Médio, o termo “combinatéria” esta usuaibe restrito ao estudo dos problemas de
contagem, mas esse é apenas um de seus aspettos.tipas de problemas poderiam ser
trabalhados na escola - sdo aqueles relativosjartos finitos e com enunciados de simples
entendimento relativo, mas nao necessariaments fdeeesolver. Um exemplo classico é o
problema das pontes de Kénigsberg, tratado por EBtasil, 2006, p. 94).

Na esfera estadual, o Curriculo Basico da Escdtdial do Espirito Santo prevé a
“introducéo a Teoria dos Grafos” (Espirito Sant@Q2, p. 120) para o segundo ano do Ensino
Médio e “resolucéo de problemas utilizando graf&spirito Santo, 2009, p. 122) para o
terceiro ano. Além da justificativa da pesquisauemcarater normativo, também foi nosso
interesse conhecer as reais demandas de profedsametematica do Espirito Santo. Durante a
fase inicial da pesquisa, tivemos a oportunidadeodsultar noventa e quatro docentes para
saber quais eram as demandas em relacdo a Tes@raims. Os resultados mostram que
setenta e dois professores (76,59%) nunca estudararia de Grafos, oitenta e dois professores
(87,23%) nunca trabalharam esse contetdo em slasseaguarenta e nove professores
(52,13%) sequer sabiam de sua presenca no curriRadiemos dizer, como Malta (2008, p.11),
gue “a Teoria dos Grafos apresenta aspectos pegBigue merecem espaco no curriculo da
Escola Basica”. Contudo, para que essa abordagssa ger efetivada de forma adequada no
Ensino Médio, € importante que os professores tardmhecimento especifico e pedagogico
acerca do tema em questéao.

Em face da necessidade de se buscar alternativadatiicas para auxiliar o professor
na abordagem da Teoria dos Grafos no Ensino Madgso trabalho investigou contribui¢cdes da
Histéria da Matematica no ensino deste tépico 2884). Dessa forma, nosso objetivo da
pesquisa citada foi identificar algumas das couitifies da Historia da Teoria de Grafos na
abordagem inicial deste tema em uma turma de seqammde Ensino Médio. Para este
trabalho, procuramos estabelecer relacdes entedéggis de resolucdo de alunos e o do
matematico Leonard Euler, que criou a Teoria dafdsr

Fundamentacéao tedrica

Acreditamos que a Histdria da Matematica € umafoisee de experiéncias e producdes
humanas, que oportuniza um dialogo entre pratitessae fontes historicas, conforme previsto
nas Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio:

A utilizagdo da Histéria da Matematica em salaula também pode ser vista como um elemento
importante no processo de atribuicio de signifisamts conceitos matematicos. E importante,
porém, que esse recurso nao fique limitado a dgsrde fatos ocorridos no passado ou a
apresentacao de biografias de mateméaticos famagsesuperagéo do processo historico de
construcdo do conhecimento pode se tornar um igperelemento de contextualizacéo dos
objetos e de conhecimento que vao entrar na relfidatica (Brasil, 2006, p. 86).
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Uma reflexdo sobre a utilizagdo da Historia na Bgéo Matematica nos conduz a uma
escolha tedrica. Os pontos de vista séo variadependem da visdo que cada professor e
pesquisador tém da Historia e dos valores que pstédentes nesta metodologia. A primeira
categorizacao referente ao uso de Histéria da Mateaapresentada neste trabalho € proposta
por Miguel e Miorim (2011). Estes autores organizminvestigacdes em: perspectiva
evolucionista linear, perspectiva estrutural-cartstista operatéria, perspectiva evolucionista
descontinua, perspectiva sociocultural e perspedivJogo de Vozes e Ecos. A perspectiva
evolucionista linear recorre a Historia para idég@r a ordem cronoldgica que os topicos
matematicos surgiram e que, consequentemente adeser ensinados. A perspectiva estrutural-
construtivista operatéria busca, na Historia, étm¥lcognitivos que permitam a passagem de
uma etapa de construcdo do pensamento para ossia@liitha de pesquisa defende que os
mecanismos de passagem de um periodo historicansdmgos aos da passagem de um estagio
genético aos seus sucessores (Piaget & Garcia).1®8jundo a perspectiva evolucionista
descontinua, a Histéria permite reconhecer obsia@pistemoldgicos e construir situacdes
problemas para supera-los. Baseada nas ideiasgiesiy, a perspectiva sociocultural enxerga
a Histdria da Mateméatica como uma fonte de expei@8rhumanas que podem ser trabalhadas
em atividades didaticas de Matematica. Também cgemdo das ideias vygostkyanas, a
perspectiva dos Jogos de Vozes e Ecos (Boero, Patei® Robotti, 1997) busca na Histoéria
da Matematica relacdes “entre as vozes histéricadupidas na sistematizacdo do discurso
tedrico da Matematica e as vozes dos estudantesttg V2006, p. 17).

A classificacdo que Motta (2006) faz em relacdasmda Historia na Educacéo
Matematica, a segunda a ser estudada, é influenpilds perspectivas levantadas por Miguel e
Miorim (2011). Nesse sentido, a autora defendeagygerspectivas evolucionista linear,
estrutural-construtivista operatoria e evoluciandéscontinua constituem a imagem da Histéria
da Matematica como “espelho” enquanto as pers@actgciocultural e do Jogo de Vozes e
Ecos constituem a imagem como “pinturas”. Essadoventre as perspectivas decorre da
diferenciacéo entre

[...] as que adotam um ponto de vista internaéstadutivista e que apresentam a Matematica
como uma ciéncia pronta e acabada e aquelas gteradma visdo externalista e sociocultural e

buscam compreender o conhecimento matematico camaamanifestacao significativa das
diversas culturas (Motta, 2006, p. 18).

Em uma terceira categorizacdo referente ao usasiérid da Matematica, Dynnikov e
Sad (2007) apresentam trés opcdes para o emprdgotds historicas em sala de aula: de modo
factual, de modo processual e como fonte de siguifi. No primeiro caso, a Historia da
Matematica € utilizada para dar mais veracidader@io de nomes, imagens e registros. Assim,
essa metodologia se apresenta de modo ilustratgtaéico, na qual a Unica incumbéncia do
professor é escolher o material e preparar a egggmsA segunda forma, mais dinamica, percebe
as fontes histdéricas como instrumentos que auxifiaransino de Matematica, pois permitem
gue o aluno conheca o processo realizado por urarivédico para a resolu¢do de um problema.
Nesse caso, ainda ndo ha uma transposicao dadzada o contexto escolar e o papel professor
€ mediar e auxiliar nos registros. No terceiro maeae utilizar de Histéria em sala de aula, o
papel das fontes historicas € produzir significagtoameio as proprias experiéncias dos alunos,
proporcionando, principalmente, uma ampliagcao daaima com que eles entendem e lidam com
a Matematica. Nesse caso, o professor precisasifitam o dinamismo e o0s ecos produzidos
pela voz dos autores nos alunos.
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Ao longo das atividades realizadas em sala deraal&ada, nossa pratica foi orientada
pela Teoria do Jogo de Vozes e Ecos, elemento casntn® as perspectivas sociocultural e do
jogo de Vozes de Miguel e Miorim (2011), a concepgé pintura de Motta (2006) e o terceiro
modo de utilizar a historia, de Dynnikov e Sad (200

Pressupostos metodolégicos

Como pretendiamos abordar a historia da Teoriddafs e algumas de suas
contribuicbes na abordagem inicial deste tema dandesaula de uma turma de segundo ano de
Ensino Médio, foi preciso desenvolver uma pesogigditativa com duas frentes de trabalho:
uma pesquisa historico-bibliografica e outra deipa&e sala de aula. As atividades deste estudo
iniciaram em abril de 2012 e foram realizadasatéifo de 2014. Nos primeiros meses, nossa
investigacao foi realizada por meio da pesquisaid@céao cientifica intitulada “Teoria dos
Grafos em atividades didaticas desenvolvidas noréabrio de Matematica para o Ensino
Médio™, pela qual realizamos buscas por pesquisas qoetelis a Teoria dos Grafos de acordo
com varias tendéncias de Educacdo Matemética, &msolucao de Problemas, Histéria da
Matematica, Uso de Material Manipulativo e Modelagdatematica. Os arquivos encontrados
foram fichados, discutidos e retomados durantenggmento de atividades e durante a escrita
de trabalhos relacionados a cada tema em questddebdéncias utilizadas, Historia da
Matemadtica foi a escolhida para nortear essa pes@uoir atender aos objetivos propostos.
Assim, realizamos um novo estudo bibliografico,daumslo elementos da histéria da Teoria dos
Grafos, uma vez que o aspecto metodoldgico ja Isdtadelineado, inicialmente, com a leitura
de Miguel (1997), Miguel e Miorim (2011) e Mend@8Q9).

Um dos principais resultados pedagoégicos do lewaeniéo histérico diz respeito ao
Problema das seis Pontes de Vitdria. Durante &zagdb de um estudo piloto, percebemos as
potencialidades desse problema para a abordagdeodi@ dos Grafos no Ensino Médio. Nesse
sentido, realizamos uma “adaptacéo pedagdgica"dbker2009, p. 109), adequando o problema
das pontes da capital capixaba a carta recebidayjer.

No século XVIII, Leonhard Euler (1707 — 1783) erprimcipal matematico da Academia
de Ciéncias de Sao Petersburgo. Apds tomar conbertirnda notoriedade de Euler, em 1736, 0
prefeito de uma cidade préxima a Kénigsberg enuvioa carta a Euler em nome de Heinrich
Kiihn, um professor de matematica local. As mensagecadas inicialmente nao foram
recuperadas, mas uma carta datada de 09 de mdrca gque eles haviam discutido o problema.
Assim, na atividade entregue para os alunos, suimstis o0 nome do prefeito pelo do
pesquisador e o nome do professor Kihn pelo dagsofa orientadora (para o estudo piloto) ou
pelo da professora regente da classe (ha aplieag&ala de aula). A carta tem o papel de
incentivar o empirismo e o raciocinio dedutivo, gée estratégias defendidas pelo Jogo de
Vozes e de Ecos.

Preparamos duas outras atividades didaticas, qlexipm ser realizadas individualmente
ou em duplas, a partir do planejamento realizado &@rofessora regente da turma. Ao elaborar
atividades didaticas que fizessem uso de histéribetria dos Grafos, procuramos retomar as
ideias da Teoria do Jogo de Vozes e Ecos. Poretmgramos um material que apresenta o que

!Esta pesquisa foi financiada pelo Fundo de Ap@éacia e Tecnologia do Municipio de Vitoria
(Facitec).
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se acredita ser a estratégia adotada por Eulet)p8%a resolver o Problema das Sete Pontes de
Konigsberg. Entretanto, para tornar o process@ldade aula mais dinamico, ndo apresentamos
diretamente o modelo formulado pelo matematicocsdicansformamos as estratégias de Euler
em dicas para os alunos, deixando que eles elaeonass diagramas e fizessem a contagem dos
graus dos vértices, até chegar no Teorema da Beigtée Caminhos Eulerianos. Optamos, o0
pesquisador, a orientadora e a professora regantentregar a carta como tarefa de casa,
realizar a atividade da histéria em duas aulas (uena resolucdo e outra para discusséo) e
reservar uma aula para a atividade avaliativa.d2astos que, neste texto, voltamos nossos
olhares para o primeiro momento da sequéncia,gijétivamos estabelecer relagdes entre
estratégias de resolucéo de alunos e o do maten&aomnard Euler.

Implicacbes em sala de aula

No dia da entrega das cartas, ocasionalmente,utins acompanhar a aula de
matematica nas turmas de segundo ano. Dessa fasmartas foram entregues a professora
regente para que ela repassasse aos seus alunoas@artas produzidas, esperavamos que pelo
menos um aluno apresentasse ideias presentes remieda Existéncia do Caminho Euleriano
para que esta carta fosse utilizada como dispadedprimeira aula, quando se fosse discutir a
solucéo de Euler. Nesse sentido, destacariamaos gpsolucao do problema por um aluno de
Ensino Médio ndo possui menor valor que a de unammgico.

No dia 27 de setembro de 2013, iniciei a aula hesualo as cartas produzidas pelos alunos.
Na Turma A, dos vinte e dois alunos em sala, civémentregaram o material. Em contrapartida,
nenhum aluno da Turma B deixou de entregar a eart&an a entregou em branco. As resolucdes
das cartas desses alunos foram classificadas ela thlda seguinte forma:

Tabela 1

Classificacdo das cartas produzidas pelos alunos

Quantidade de cartas recebidas

Critério de categorizacao da resolucao

Turma A Turma B
Em branco 4 0
Resposta incorreta; sem justificativa; sem soll 6 2
alternativa para o problema.
Resposta incorreta; com justificativa; sem solt 1 0
alternativa para o problema.
Resposta correta; sem justificativa; sem soll 1 3
alternativa para o problema.
Resposta correta; sem justificativa; com solt 5 13
alternativa para o problema.
Resposta correta; com justificativa; com solu 0 1

alternativa para o problema.

Total 17 19

Fonte Arquivo pessoal do pesquisador. 2014.

Os principais erros cometidos pelos alunos forandeoorréncia da ma interpretacéo do
enunciado do problema ou da figura apresentadaniaia resolucdo empirica, alguns alunos
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cometeram trés tipos de erro:

i) Nao procurou voltar ao ponto de partida (figiyao que indica que o aluno nao se
atentou para o questionamento sobre a possibilidade fazer o percurso e retornar ao ponto
inicial. Nesse caso, o0 que ficou mais evidente patuno na carta é o fato thtravessar todas
de tal forma que cada ponte seja atravessada apa@masvez’

Transcri¢ao do texto:

Tem como, mas
depende de onde a
pessoa ira sair; se for
de Goiabeiras ou Vila

Velha, tem como.

Figura 1. Resolucdo empirica de um aluno da Turma B, comdertipo |

i) Passaram pela mesma ponte duas vezes (figuoagle indica que o aluno nao se
atentou para a orientacdo de cada ponte s6 deegraravessada uma Unica vez. Em oposicao
ao erro relatado no caso anterior, verificamosajakino se atentou mais para o questionamento
“E possivel fazer isso e voltar ao ponto de partida?

f{lﬂ_f_’f}-n'\. L'?!.-G_n

g Pomka

Transcrigdo do texto:

Passando por Jardim da

Penha na ponte (1),

depois indo para a pontg
(2), logo depois indo
para Goiabeiras na

ponte (3), assim indo

: para Cariacica e a ponte
g0 ol el porvmih A (4), assim indo para a

=L TR ety (5) e logo depois a (6).
Saindo de frente para

oo \DaNARiuk. & B PR
\s = ﬁ%‘f‘“d" m??““" T i Jardim da Penha.

- Lauro:
|

i 1. " -

Figura 2. Resolucdo empirica de um aluno da Turma A, comdariipo .
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iii) Nao respeitaram a delimitacdo das pontes (@@), o que aponta para uma nao
atribuicdo de significado ao modelo mateméaticapndelo que o aluno nao percebeu que, na
pratica, estaria indo de Vila Velha a Vitéria seeminum meio fisico especificado.

Figura 3.Resolucdo empirica de um aluno da Turma A, comtigrodll.

Um erro que ndo se enquadra nas tipologias apegentmas que nos chamou atencao,
esta apresentado na figura 4. Na resolucéo dg caatano tentou estabelecer uma relagéo entre
a quantidade de pontes e de regides. Na tentaivaa o quociente entre a quantidade de
regides e a de pontes como argumento, ele demortstnopreender que a impossibilidade de
percurso no mapa apresentado decorre da quantidguentes, o que ja € uma solucdo do
problema de Teoria dos Grafos.

' W
;!jLﬂ.{.J'_Aan"C oLl

M Peomfos

5 \ [ .
ﬁ\'- | D3 VA, TF?.’*—-'V"\- (5' '-:'M,_'@ﬁu-,_.l P ‘::‘.'fr:'a ™y

™

3 b -?‘--“:--Fh-.-- LN Aguardo resposta,

At

Figura 4. Resolucao incorreta que apresenta rudimentos oléaldos Grafos.

Embora ndo tenham justificado sua resposta, alda®sluas turmas apresentaram uma
alternativa de trajeto. Sabendo que nao poderigeaBzado um percurso que passasse por todas
as pontes e voltasse ao ponto de origem passaraluampelas pontes, 0s alunos comentaram
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que este percurso poderia ser realizado pela RadovContorng como mostra a figura 5.

o i

Figura 5. Solucéo alternativa apresentada pelos alunos.

Esta alternativa de trajeto ja havia sido apresianm@ estudo piloto, onde foi nos revelado
gue a Rodovia do Contorno atravessa o Rio SantaMarVitéria, como mostra a figura a
seguir, e, portanto, pode ser considerada uma.ponte

Figura 6. Trecho da Rodovia do Contorno que atravessa @&ita Maria da Vitéria.

Apenas um dos alunos conseguiu elaborar um enungiasljustifica a inexisténcia do
caminho solicitado pela professora Carla (figuraAn)dizer que “cada regiao (em cima e em
baixo) deveriam ter um nuimero par de pontes”, no@hpresenta o Teorema dos Caminhos
Eulerianos no seu discurso. Assim, como utilizagsta resolucéo para discutir a criacdo da
Teoria dos Grafos, inferimos que a utilizacdo dtacadaptada possibilita emergir discussdes
sobre aspectos basicos e iniciais sobre Grafos.

A Rodovia do Contorno é o nome popular do trechBR&l01 entre Carapina, na Serra — Espirito
Santo/Brasil, e a intersecdo da BR-101 com a BR-@®2Cariacica — Espirito Santo/Brasil.
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Transcricao do texto:

N&o é possivel, pois para
Goiabeiras e V.V. tem
apenas uma ponte, ou

(- seja, cada regido (em cima

e em baixo) deveriam tef

um n° par de pontes para

poder fazer o que o
problema sugere.

Figura 7. Resolucao correta e com justificat

Analisando a resolucéo do aluno, percebemos gdeaoque “cada regido (em cima e em
baixo) deveriam ter um numero par de pontes”, gtesenta uma ideia do Teorema dos
Caminhos Eulerianos no seu discurso.

Dando continuidade a aula, entregamos a atividadengrra o processo de construgcao da
Teoria dos Grafos, por EufePara leitura do texto e resolucéo das quest8esunos se
organizaram em duplas ou em trios, que foram dadmgpelos préprios alunos. Antes de iniciar
a correcao das atividades, retomamos algumas taspiss cartas produzidas pelos alunos para
guestiona-los sobre o nivel de dificuldade do mwta resolvido por Euler. Nesse momento,
alunos de ambas as turmas comentaram que o probBorera dificil e que eles perceberam que
a inexisténcia do caminho solicitado na carta decda quantidade impar de pontes de cada
regido do mapa. Ainda assim, eles julgaram quebsérvacdo nao era pertinente, pois nao
perceberam que esta seria uma justificativa aagii@ara o problema. Nesse momento,
destacamos que a Historia da Mateméatica tambémilmainpara mostrar que o raciocinio
dedutivo também tem importancia na matematica. Apldsionar as respostas dos alunos com a
resolucéo de Euler, demos continuidade a discudasiatividades e correcao das questdes.

Consideracgoes finais

A partir do exposto, foi possivel estabelecer @agentre estratégias de resolucao de
alunos e do matematico Euler. Verificamos que aglanos apresentaram rudimentos do
Teorema da Existéncia do Caminho Euleriano e, diéso, um aluno enunciou o teorema
durante a resolugédo do Problema das Pontes deaVi@m efeito, essas cartas foram utilizadas
como disparador da discussao da solucao de Ewdeycakido, formalizamos que se um grafo
conexo tem mais de dois vértices com grau imp#dipezie tem passeio euleriano. Com efeito,
destacamos que (i) se um grafo conexo tem exatardeit vértices de grau impar, entéo ele
possui um caminho euleriano aberto, que comecanenwettice, percorre todas as arestas e
termina em um vértice diferente do inicial e quies@¢ um grafo conexo ndo tem vértices de grau
impar, entdo ele tem um caminho euleriano fechqu comeca e termina no mesmo vértice,
percorrendo todas as arestas.

% Disponivel em S& (2014).
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Com essa experiéncia, entendemos que algumasheopdes da Historia da Matematica
na abordagem da Teoria dos Grafos no Ensino Médias carater cognitivo e social. Por
carater cognitivo, entendemos que o0s ecos prodsipelos alunos durante a atividade proposta
apontam para uma apropriacdo do conhecimentotéaiwlipor meio do uso da Historia da
Matemaética. Por carater social, destacamos quespgmtiva historica nos permite mostrar que a
matematica é uma ciéncia em continuo desenvolvoreeque este processo é fruto de trabalho
de diversas as pessoas.
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