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Resumo

Os altos indices de reprovacao e de evasdo nos cursos de Calculo remetem a diversas
investigacOes sobre suas causas, buscando sugestdes para tentar reverter esse quadro.
O baixo desempenho de alunos calouros em Calculo ¢ atribuido, em geral, a lacunas
na aprendizagem de Matematica na Escola Bésica. Este trabalho é parte de uma
pesquisa, desenvolvida no ambito do Projeto Fundéo (IM/UFRJ), com os objetivos
de investigar como se d& a transi¢do do Ensino Médio para o Superior e empreender
acOes para diminuir esses indices. Neste trabalho sdo apresentados exemplos de erros
relacionados a obstaculos a aprendizagem de Célculo e séo sugeridas algumas
estratégias que podem ajudar a superar essas dificuldades.

Palavras chave: Célculo, obstaculos a aprendizagem, analise de erros.

Transi¢ao do Ensino Médio e seu impacto na aprendizagem de Célculo
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As dificuldades em Calculo tém sido tema de estudos nacionais e internacionais, que
investigam suas causas. Para amenizar tal situacao, varias estratégias tém sido empreendidas, tal
como a incluséo de disciplinas de Matematica Basica (também chamadas de pré-Calculo ou
Caélculo 0). Em alguns casos, sdo oferecidas atividades concomitantes de monitoria ou mesmo
cursos de Fundamentos ou Complementos de Calculo. Entretanto, a solu¢do para minimizar esse
problema ainda esta por ser encontrada.

Rezende (2003) afirma que as dificuldades em Calculo séo de natureza epistemoldgica,
requerendo uma preparacao anterior ao inicio dos estudos de Célculo. Ele sugere que um
trabalho no Ensino Médio sobre a variabilidade de funcbes pode facilitar a aprendizagem nessa
disciplina. Outra pesquisa sobre o tema foi desenvolvida por Palis (2010), com enfoque nos
cursos de pre-Calculo da PUC-Rio, indicando a tecnologia como ferramenta que pode auxiliar no
dominio de fungdes e seus graficos. Nasser (2009) investigou o desempenho de alunos de
Calculo no tracado de gréaficos, constatando que as dificuldades se devem, principalmente, a falta
de preparacédo prévia em relacdo ao contetido de funcdes e sugere agdes que podem ajudar a
supera-las, como “desenvolver estratégias de ensino apropriadas, de acordo com os estilos de
aprendizagem dos alunos, em particular, enfatizando exercicios sobre transformacées de
graficos” (p. 54).

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCN/EM, 1999) destacam a
dissociacao existente entre varios contetidos nesse nivel de ensino, o que enfatiza a necessidade
de uma proposta curricular diferente da praticada atualmente.

“Um primeiro exemplo disso pode ser observado com relacdo as fungdes. O ensino
isolado desse tema ndo permite a exploracdo do carter integrador que ele possui.
Devemos observar que uma parte importante da Trigonometria diz respeito as
funcgdes trigonométricas e seus graficos. As sequéncias, em especial progressoes
aritméticas e geométricas, nada mais séo que particulares fungGes. As propriedades
de retas e parabolas estudadas em Geometria Analitica sdo propriedades dos
gréficos das funcdes correspondentes. Aspectos do estudo de polindmios e
equacdes algébricas podem ser incluidos no estudo de fungdes polinomiais,
enriquecendo o enfoque algébrico que é feito tradicionalmente”. (PCN/EM, 1999,

p. 225)

Analisando os desafios enfrentados por alunos ao iniciar 0s estudos em Matematica
avancada, Robert e Schwarzenberger (1991) apontam mudancas quantitativas:

“mais conceitos, menos tempo, necessidade de mais reflexdo, mais abstracao,
menos problemas significativos, mais énfase em demonstragdes, maior necessidade
de aprendizagem versétil, maior necessidade de controle pessoal sobre a
aprendizagem. A confusdo causada pelas novas defini¢Bes coincide com a
necessidade de mais pensamento dedutivo abstrato. A juncdo dessas mudancas
quantitativas gera uma mudanca qualitativa que caracteriza a transigédo para o
pensamento matematico avancado”. (Robert e Schwarzenberger, 1991, p. 133)

Tall (1991) também aponta a falta de dominio do pensamento matematico avangado como
uma das causas para um resultado insatisfatorio dos alunos nas disciplinas de Calculo, ao afirmar
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que “[...] a mudanca do pensamento matematico elementar para o avangado envolve uma
transicéo significativa: da descricdo para a definigdo, do convencimento para a demonstracéo de
uma maneira logica, baseada naquelas defini¢bes.” (Tall, 1991, p.20)

De acordo com Caraca (1984), o conceito de funcdo esté ligado a ideia de correspondéncia
entre dois conjuntos. A funcgéo é vista como uma busca da compreensédo da ‘Realidade’, com
suas caracteristicas fundamentais: a interdependéncia e a fluéncia (p. 109). Isto é, a funcéo surge
da necessidade de interpretar fendbmenos da natureza, observar a interdependéncia entre duas
grandezas e descrever regularidades. Como exemplo, Caracga apresenta a variagdo quantitativa de
espaco e tempo no fendbmeno da queda livre de um corpo no vacuo (Caraga, 1984, p. 126).

As orientagdes do PCN/EM (2006) seguem na mesma direcdo, sugerindo que

“0 estudo de fungdes pode ser iniciado com uma exploracdo qualitativa das
relacOes entre duas grandezas em diferentes situagdes: idade e altura; area do
circulo e raio; tempo e distancia percorrida; tempo e crescimento populacional;
tempo e amplitude de movimento de um péndulo, entre outras”. (PCN/EM, 2006,
p.72)

Por sua vez, Tinoco (1989) defende que € possivel conseguir bons resultados com o estudo
das funces a partir do segundo segmento do Ensino Fundamental, por meio da observagao de
exemplos praticos e sua representacdo grafica. Mesmo sem exibir uma expressdo analitica para
representar a fungdo, os alunos podem, por exemplo, relacionar as variagdes das distancias de
reacao e frenagem, em funcéo da velocidade do veiculo (Tinoco, 1989, p. 13).

Even (1990) também observou dificuldades no dominio de fungdes em sua pesquisa. Ela
X, S€ X € um namero racional
0, se x € um namero irracional

é ou ndo uma fungdo. Checando com a defini¢do de funcdo, um sujeito da pesquisa afirmou que
é uma funcdo, j& que “ha uma imagem Unica para cada numero” (p. 528). No entanto, na
tentativa de tracar o grafico dessa funcéo, esse futuro professor marcou alguns nimeros

relata a dificuldade de futuros professores em decidir se 9 (x) ={

.
irracionais no eixo dos X: T, \/§ 1 (considerando uma fra¢do impropria como um numero

irracional) e esbogou uma parte da reta y = x com buracos, conforme ilustrado a seguir na
figura 1.
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Figura 1. Grafico de um futuro professor para a funcéo g(x).

Even (1990) afirma ainda que

“essa situacdo é compreensivel — quase todas as fungbes encontradas por alunos do
Ensino Médio e mesmo de faculdades séo do tipo que tém um grafico “simples” e
podem ser descritas por uma férmula, de modo que o seu conceito imagem de uma
funcgdo é determinado pelas funcgdes que eles vivenciam, e ndo pela definicdo
moderna de uma fungéo, que enfatiza a sua natureza arbitraria”. (p. 529)

Obstaculos a aprendizagem em Célculo

Em relacdo a aprendizagem, diversos pesquisadores apontam a existéncia de obstaculos,
cuja nocéo esta relacionada a algum entrave como causa das dificuldades. Os obstaculos
epistemoldgicos foram estudados inicialmente por Bachelard e explorados por varios
matematicos como Brousseau (1983) e Artigue (1989). Citando Igliori (2002, p. 101), Nasser
(2009) destaca que

“Brousseau distingue trés tipos de obstaculos a aprendizagem: os de origem
ontogénica, que se referem a limitagdes do prdprio sujeito, os de natureza didética,
gue dependem das experiéncias de aprendizagem vivenciadas; e 0s de ordem
epistemoldgica, inerentes ao conhecimento”. (Nasser, 2009, p. 44)

Especificamente em relacdo a aquisicdo do conceito de funcao, Sierpinska (1992) destaca
16 obstaculos e 19 atos fundamentais, que sdo estratégias para transpor esses obstaculos.

Em nossas pesquisas com alunos do Ensino Médio e calouros universitarios na disciplina
de Calculo, observamos algumas respostas que exemplificam a presenca de algum obstaculo a
aprendizagem, que destacamos a seguir.

- a concepcao ingénua de que “o grafico de uma funcao néo precisa ser exato”. Essa
concepcao explica alguns dos problemas observados nas tentativas de alunos de Calculo | ao

~(x+3)°+4, s ®<-1

tracar graficos de funcdes simples como f(X) = 0, s €1<x<3 Afigura2
(x-5)" -4, s %>3
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mostra o descuido de um aluno de Calculo I, em marcar 0s pontos criticos na representagdo
grafica dessa fungéo.

Figura 2. Gréfico sem exatiddo nos pontos criticos

- a concepcdo de que “apenas relagdes representaveis por formulas analiticas sdo dignas
de serem chamadas fung¢des”. De fato, muitos alunos s6 reconhecem como funcdes as relacbes

que sdo representadas por uma expressao algébrica, e apresentam dificuldades, por exemplo, ao
lidar com funcdes definidas por varias sentencas.

A figura 3 mostra o grafico apresentado por um aluno de Célculo para a funcao definida
por

-4,p a x<a3
f(X)=<-x*+5,p a *3ax<?2
X=2,p a x>&

o — I\
‘x\\:‘\sﬁr -
N

Figura 3. Graéfico incorreto de funcédo definida por varias

- a crenca de que o gréafico de uma funcéo é obtido marcando alguns pontos no plano
cartesiano e unindo-os por segmentos de reta, deixando de considerar a lei de formacéao da
funcéo. Na figura 4 € apresentado o gréafico tragado por uma aluna de Célculo I com bom
desempenho. Ela foi capaz de perceber a translacéo horizontal aplicada a fungéo y = sen(x)
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T
para obter o gréfico da fungdo Y =Se€n (X +E) marcando os pares ordenados, mas ligou-os por

segmentos de reta.
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Figura 4. Exemplo de grafico utilizando segmentos de reta para a ligacdo dos pontos.

Em sua pesquisa, Even (1990) ressalta que a primeira abordagem de fungdes, marcando

pontos, ndo é dificil de aprender, mas
“uma abordagem com marcacgdo de pontos para o tracado de graficos de funcoes ¢,
em muitos casos, menos poderosa que um método que enfatiza uma anélise mais
global do comportamento da funcéo. Por exemplo, fazer o gréafico de uma funcéo
quadrética que tem (—100,78) como vértice pela marcacio de varios pontos
préximos de (0, 0) ndo vai produzir um gréfico informativo. Também, tracar o
grafico de uma fungéo que é descontinua em X = 0,3 pela marcacao de pontos
com coordenadas inteiras e liga-los vai produzir um gréafico errado”. (Even, 1990,
p. 534)

- as dificuldades na transposicédo da representacdo verbal (descri¢do da situacdo problema)
para uma representacdo analitica, isto é, escrever uma sentenca matematica que relacione as
grandezas envolvidas no problema.

De acordo com Duval,

“Héa uma pluralidade de registros de representagdo de um mesmo objeto, e a
articulacéo desses diferentes registros € a condi¢do para a compreensao em
matematica, embora varias abordagens didaticas ndo levem em conta esse fato”.

(Duval, 2003, p. 31).

Em geral, a interpretacdo do enunciado de uma situacdo problema e sua transposi¢éo para
uma expressdo analitica da funcdo que envolve ndo séo tarefas faceis para alunos do Ensino
Médio, e mesmo no inicio da graduacdo. O seguinte problema foi proposto a alunos de Célculo I:

A taxa de inscrigdo num clube de natagdo é de R$450,00 para o curso de 12 semanas. Se uma pessoa se
inscreve apds o inicio do curso, a taxa é reduzida linearmente.
Expresse a taxa de inscrigdo em fungdo do nimero de semanas transcorridas desde o inicio do curso.

Figura 5. Questdo aplicada na pesquisa
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O problema demandava uma analise dos dados apresentados e a representacdo dessa leitura
de forma analitica, onde a taxa de inscri¢do fosse escrita em funcdo do nimero de semanas
passadas apds o inicio do curso. Os alunos deveriam interpretar o enunciado, percebendo que se
tratava de uma funcdo afim, e que o grafico de uma fungéo que decresce linearmente é uma reta.
Pelos resultados observados na nossa pesquisa, 0s alunos do curso de engenharia apresentaram
um bom desempenho nessa questdo, com cerca de 80% de acertos. O mesmo ndo foi verificado
no desempenho dos alunos de uma turma de licenciatura em Matematica, onde menos de 30%
conseguiram apresentar a expressao analitica da fungdo corretamente. Alguns alunos chegaram a
expressao analitica da funcao por meio do seu grafico, demonstrando dominio da transposicao
entre as representacdes verbal, gréfica e analitica, como mostra a figura 6.

I

4] Tondy aniicgh 24 u¢0,00 (4)

vasteh, [
by Adswrost, 1o Lo wxthr _bd:awf} r‘f“i‘l"
' gjff-m] ® ) nlﬂ(q”&{o 23y 5t 450

it o) wos b {a =450 :
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Figura 6. Resolucdo que denota a transposicao entre as representacdes da situacéo problema.

- dificuldades na transposi¢do da representacao verbal para uma representacéo grafica

Em sua pesquisa, Balomenos, Ferrini-Mundy e Dick (1994) apresentam diversos exemplos
de problemas do Calculo que poderiam ser facilitados, por uma abordagem adequada da
geometria ensinada no Ensino Médio, desenvolvendo a prontiddo para o Céalculo. Os autores
afirmam que

“0 verdadeiro desafio esta na habilidade de desenvolver uma representacao
geométrica de situagdes fisicas a partir de uma descrigdo verbal complicada.
Muitas vezes, a chave da solucgdo consiste em resolver um problema geométrico em
que o tempo é “congelado”. (p. 247)

Essa dificuldade foi observada em nossa pesquisa, na resolucéo do seguinte problema de
taxas relacionadas:

Um tanque tem a forma de um cone invertido, com 36 m de altura e uma base com 9 m de
raio. A agua flui no tanque a uma taxa de 4 m*/min. Com que velocidade o nivel da 4gua estara

se elevando no instante em que sua profundidade for de 15 m? Dado: Ve on 5 gﬂfzh

Figura 7. Questdo de taxas relacionadas

Comunicagéo X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México,2015



A figura 8 mostra a solucdo de um aluno que aplicou corretamente a razdo de semelhanca
para encontrar o raio correspondente a profundidade de 15 m, mas substituiu a altura por 15

antes de derivar.

e
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1§33 ot
\

Figura 8. Erro tipico em questdes de taxas

- dificuldades em questdes de maximos e minimos
Na resolucédo de problemas de maximos e minimos observamos grande nimero de erros no

trato algébrico, na sentenca matematica que equaciona o problema e no calculo de derivadas. A
figura 9 a solucéo de um aluno, que cometeu erro ao equacionar o problema.

iJma caixa sem tampa deve ser construida de um pedago retangular de papeldo com dimensges 8
dm por § dm. Para isso, deve se retirar quadrados de lado x de cada canto e depois dobrar,
conforme mostra a figura. Expresse o volume V da caixa como uma fungdo de x

~ A
vh-X " 1
: B \ 4B

!. Ygome = 7’1 LY

Figura 9. Erro ao equacionar um problema de maximos e minimos

Recomendacdes para minimizar as dificuldades:

Com base nas pesquisas citadas e na experiéncia dos membros do grupo, algumas ac¢des
podem ser destacadas como favoraveis a superagdo de obstaculos, a construgdo do conceito de
funcéo e ao dominio do tragcado de graficos, minimizando as dificuldades.

v 0 reconhecimento de padrdes em sequéncias de figuras constitui uma boa prontidéao
para o conceito de funcéo, que pode ser explorado desde o0s primeiros anos do Ensino
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Fundamental. Candido (2000) relata uma experiéncia propondo um carater dindmico para o
ensino de fun¢des. Inicialmente, a énfase é na familiarizacdo com a variagdo de grandezas,
observando a dependéncia entre as variaveis. A seguir, numa segunda etapa, as atividades
abordam a analise e comparacdo de varia¢des, em que as grandezas sdo diretamente
proporcionais, inversamente proporcionais ou nem direta nem inversamente proporcionais.
A partir dai, passa-se a familiarizagdo com as idéias que déo suporte ao conceito de fungédo
do 1° grau, com suas caracteristicas algébricas e geométricas. A seguir ¢ apresentada uma
atividade proposta nesse trabalho.

v’ as progressoes devem ser tratadas como funcdes, cujo dominio é o conjunto dos
ndmeros naturais.

Esta é uma recomendacao destacada anteriormente na citacdo do Pcn/EM (1999, p.225), e
reforca a idéia de relacionar o topico de fungdes com outros contetidos da Matematica e de outras
Ciéncias.

v" é recomendavel o uso de transformacdes no plano para chegar ao grafico pretendido
por meio de translagdes e reflexdes nos graficos basicos.

Os alunos devem ser incentivados a tracar graficos de funcdes afim e quadraticas usando
transformacdes a partir dos graficos basicos de y = x e y = x*, respectivamente. A figura 10
mostra as transformacdes aplicadas a parabola y = x? para obtencéo da parabola y = x* - 4x + 3.
E preciso completar o quadrado e expressar essa funcéo pory = (x — 2) % — 1.

1\%/5 : 5
14t y=(x-2¥-1

—2

Figura 10. Gréfico obtido a partir de translacGes

Esse método também pode ser usado, em Calculo I, para tracar graficos de funcdes
envolvendo y = In(x) e y = €*. Mais adiante, em Calculo 111, 0 mesmo procedimento pode ser
usado com funcdes de duas variaveis, para facilitar a identificacdo de paraboloides, cones,
cilindros e esferas por meio de transformacdes de superficies centrais basicas (Nasser, 2009,
p.52). Numa turma habituada com essa estrategia em Calculo I, foi constatado o raciocinio de um
aluno de Célculo I1, que utilizou a translagdo de graficos para resolver a seguinte questao:
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Determine todos os pontos de intersecdo das cardidides:

R=1+cos® e R=1-s5en0, 0<0<2~n

O objetivo era que os alunos igualassem as duas equacOes polares, percebendo que 0s
pontos de intersecdo se referem ao angulo © que satisfaz a igualdade Cos6=—sen0, ou seja,

g=2"
4

ou

n
6=— . No entanto, um aluno apresentou a soluco mostrada na figura 11,

4

aplicando a translacdo de graficos, enfatizada em outro contexto.

2-

leon o provod obe ivitewsecdo
3’% = Py

— _.-? = drcss Sﬁ-;f.,- - | —"".i
R LT ARty s ygeoatesy, I
| R iess T av0R N o ¥k,
' g o o
= N - ] _-:EE;_r,‘  Lvor :,-f—"r:hi_l

31y, — 929 < 37,

Figura 11. Solugdo de um aluno de Calculo Il usando transformacdes.
v" atecnologia pode ser utilizada para a observacao de modificag@es no tracado de

graficos.
Perspectivas de melhoria do ensino—aprendizagem podem ser criadas com o uso de

softwares para visualizar graficos de funcGes (Torraca, 2005), tais como Excel, Derive, Maple e
Winplot. Além desses, podem ser usados 0 Geogebra e 0 Régua e Compasso, de facil aplicagéo.
Por exemplo, os alunos podem ser desafiados a investigar o que ocorre com o grafico da fungéo

quadratica f(x)=a b *cquando sio feitas alteracdes nos coeficientes a, b e c,
separadamente. Em particular, utilizando o Winplot, é possivel tracar uma familia de funcdes da

forma f (X) =x* +b %1quando o coeficiente de b varia no intervalo—4 <b <4 O lugar
geomeétrico dos Vvértices dessa funcdo quadratica quando b varia € uma fungéo quadratica da

forma f(x)=-x*+1, que pode ser observada na figura 12.
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Figura 12. Lugar geométrico dos vértices do gréfico de f (x)=x*+b %1 quando o coeficiente b varia.

Consideracoes finais

As dificuldades na aprendizagem de Célculo e em particular na aquisi¢do do conceito de
funcbes tem sido motivo de preocupacéo, gerando varios trabalhos de pesquisa O objetivo deste
trabalho é empreender mobilizagdes didaticas para a aprendizagem significativa do conceito de
funcdes e das estratégias para a resolucdo de problemas em Calculo. Resultados de pesquisas
indicam a existéncia de alguns obstaculos epistemolégicos para a aquisi¢do desse conceito, como
a concepcdo ingénua de que o grafico de uma funcéo néo precisa ser exato, a concepcao de que
apenas relacoes representaveis por formulas analiticas sdo dignas de serem chamadas funcdes, a
crenca de que o grafico de uma funcgéo é obtido marcando alguns pontos no plano cartesiano e
unindo-os por segmentos de reta. Destacam-se ainda as dificuldades na transposic¢éo entre as
representacdes verbal (descrigcdo da situacdo problema), analitica (expressao por meio de uma
fungdo ou equacdo) e gréfica.

Foram aplicadas atividades investigativas a alunos do Ensino Médio e de cursos de
Célculo, que comprovaram a existéncia desses obstaculos. A andlise das solucgdes e dos erros
desses alunos a questdes propostas sobre diversos aspectos do conceito de funcdes, sobre taxas
relacionadas e sobre maximos e minimos mostrou que a maioria dos erros se deve a lacunas na
aprendizagem de Matematica da Escola Bésica. Isso indica a necessidade de uma abordagem
significativa dessa disciplina, visando ultrapassar possiveis obstaculos. Considerando a evolugéao
histdrica do conceito de funcéo e as sugestdes de Caraca, € possivel desenvolver uma abordagem
moderna para esse topico, baseada na observagdo de fenbmenos. A tecnologia pode ser usada
para facilitar a visualizacdo e a construcdo desse conceito pelos alunos. Desse modo, 0s
resultados indicam que uma abordagem adequada de alguns topicos da Educagdo Bésica, como o
de funcgdes, pode minimizar as dificuldades e a reprovacdo na disciplina de Calculo I.
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