Conferencia Interamericana de Educacion Matematica
X I V Conferéncia Interamericana de Educacao Matematica
Interamerican Conference on Mathematics Education

Como caracterizan el proceso de generalizacién datpones futuros
profesores de secundaria

Ceneidarernandez

Departamento de Innovacién y Formacion Didacticayérsidad de Alicante
Espana

ceneida.fernandez@ua.es

Maria LuzCallejo

Departamento de Innovacién y Formacion Didacticayérsidad de Alicante
Espafia

luz.callejo@ua.es

Gloria SGnchez-Matamoros

Departamento de Didactica de la Matematica, Unigdadsde Sevilla

Espafia

gsanchezmatamoros@us.es

JuliaValls

Departamento de Innovacion y Formacién Didactiaayeérsidad de Alicante
Espafa

julia.valls@ua.es

Resumen

Este estudio tiene como objetivo analizar comdubagos profesores de secundaria
(EPS) reconocen evidencias de la comprension deépo de generalizacion en
estudiantes de secundaria a partir de las respudestias a dos problemas de
generalizacion lineal. Los resultados indican qeeHPS caracterizaron el proceso
de generalizacion centrando la atencion en algedoginiveles de generalizacion (el
mas elemental o el superior) o distinguiendo vamigsles teniendo en cuenta las
estrategias empleadas por los estudiantes.

Palabras clavemirada profesional, comprension de los estudgmeblemas de
generalizacion lineal
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Introduccién

En los ultimos afios se ha destacado la importalecia competencia docentarar
profesionalmentéa ensefianza-aprendizaje de las mateméticas (\2808; Sherin, Jacobs y
Philipps, 2010; van Es y Sherin, 2002). Mason (20@dica que mirar profesionalmente
implica: (i) identificar lo que puede ser considkraelevante teniendo en cuenta el objetivo que
guia la observacionntentional noticing, (ii) describir los aspectos observadostking and
recording), (iii) reconocer posibles alternativas de acg¢r@tognizing choicgsy (iv) validar lo
observado intentando que otros reconozcan lo qselbalescrito o sugeridedlidating with
other9. Este autor subraya, por tanto, la importanciadetificar aspectos relevantes de las
situaciones de ensefianza-aprendizaje e inter@®ias aspectos desde referencias previas para
fundamentar las decisiones de accion.

Centrandonos en un aspecto particular de esta ¢engie mirar profesionalmente el
pensamiento matematico de los estudiantes, cabéasefiie estudios previos han mostrado que
la identificacidén por el estudiante para profesmias elementos matematicos que son relevantes
para el problema que deben resolver sus alumnpsyiite estar en mejores condiciones para
reconocer evidencias de la comprension de losiestigd de un determinado tépico matematico
(Magiera, van den Kieboom y Moyer, 2013; Fernantléaares y Valls, 2012; Sanchez-
Matamoros, Fernandez y Llinares, 2014). Es desiasanvestigaciones previas centradas en el
aprendizaje de los estudiantes para profesor samblayimportancia de la relacion entre el
conocimiento de matematicas y el conocimiento sebpensamiento matematico de los
estudiantes (Bartell, Webel, Bowen y Dyson, 20&@ely Akkog, 2012). En este contexto, que
los futuros profesores de matematicas identifiqelaaontenido matematico clave para la
comprension de los conceptos matematicos (key degwvelntal understanding -KDU, Simon,
2006), es un factor importante para reconocer teaiaticas del aprendizaje de los estudiantes.

La investigacion reportada aqui intenta aportarmfcion sobre como los estudiantes
para profesor de secundaria (EPS) identificanexpnétan el pensamiento matematico de los
alumnos de educacion secundaria en relacion cqoréeesos de generalizacion. Los resultados
de este estudio aportaran informacion a la lindawstigacion que subraya la importancia de la
relacién entre el conocimiento de matematicascpebcimiento sobre aprendizaje del
estudiante, en un dominio matematico especifiptocesos de generalizacion.

Problemas de generalizacion de patrones

La generalizacion de patrones, en nuestro castifidanun patron en una sucesion,
implica segun Radford (2008): (1) tomar conciemtgaina propiedad comun, (2) generalizar
dicha propiedad a todos los términos de la sucgs(8husar esa propiedad comun a fin de
encontrar una regla que permita calcular directaenesralquier término de la sucesion. Como un
caso particular de la generalizacion patrones draxmos la “generalizacion lineal” donde la
regla que permite calcular directamente cualqéienino de la sucesion es una funcion lineal o
afin, f(n)=an+b.

Los problemas de generalizacion lineal han sidoliampnte investigados con
estudiantes de primaria y secundaria (Stacey, 198%jo y Zapatera, 2014). En estas
investigaciones se ha observado que ciertas coestgon facilmente resueltas por los
estudiantes, paso a paso a traves de un dibujotar@o, y otras, sin embargo, les resulta dificil
de resolver al no poderlo hacer paso a paso; porp, obtener el término 100 de una sucesion.
Las primeras han sido categorizadas por Stace@(X@8no de “generalizacion cercana”, y las
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segundas como de “generalizacion lejana”. Tamkaémas identificado tres tipos de estrategias
en la resoluciéon de estos problemas:efityategias aditivas recursivas.en las que el estudiante
observa que cada término aumenta en una difereongante; (2gstrategia funcionationde el
estudiante utiliza una expresion para calculaeamino especifico de la sucesion o el nimero
de elementos de un término cualquiera; y&2pnamiento proporcionalsando la relacioi(n)

= dn, siendo d la diferencia entre términos consecstigae es incorrecto cuando la relacion no
es lineal (English y Warren, 1998; Stacey, 1989).

En relacion al comportamiento de los estudiantesedandaria cuando resuelven
problemas de generalizacion lineal, se han ideatify tres niveles dgeneralizacionGarcia-
Cruz y Martinén, 1998): (l1actividad procedimentajue se caracteriza porque los estudiantes
reconocen el caracter iterativo o recursivo del @iméneal, Io que se traduce en hacer un
recuento o afiadir la diferencia constantepé?)eralizacion localque se caracteriza porque los
estudiantes hacen uso de una regla para un cé@spiéeifico; y (3generalizacion globaldonde
los estudiantes transforman la regla usada enstargariores en un objeto que se aplica en
nuevas situaciones. También se han constatadotdsstirados d#éexibilidad en el uso de
estrategiagCallejo y Zapatera, 2014): (1) uso exclusivo da astrategia recursiva, (2) cambio
de una estrategia recursiva a una proporcionatgBibio de una estrategia recursiva a una
funcional.

Teniendo en cuenta estas referencias previas raesttidio tiene como objetivo
explorar el conocimiento de futuros profesoreseatrisdaria sobre su competencia para abordar
una tarea profesional como es interpretar la congda matematica de los estudiantes cuando
resuelven problemas de generalizacion lineal depeas.

En este estudio nos hemos planteado la siguieatgipta de investigacion:

» ¢Como los futuros profesores identifican evidendmda comprension de los estudiantes
de secundaria del proceso de generalizacion?

Método
Participantes y contexto

Los participantes fueron 7 estudiantes del Masteveysitario en profesorado de
Educacion Secundaria, especialidad matematicd,aamtexto de un modulo de ensefianza
diseflado ad hoc en la asignatura “Aproximaciondida a la resolucién de problemas de
matematicas” (Figura 1).

Sesion 2 \ Sesion 3
« Tarea individual para analizar la » "Institucionalizacidn” de lo
- comprension de los estudiantes de aprendido: Identlflcau'é_n de los
Sesion 1 secundaria sobre el proceso de los elementos matematicos
Informacién tedrico-practica sobre el generalizacion _ :> caracteristicos de la
proceso de generalizacion « Debale virual para discutir y comprension del proceso de
consensuar un informe sobre los generalizacion de patrones.
diferentes niveles de comprension « Debate presencial sobre las
de los estudiantes de secundaria del decisiones de accion & tomar
proceso de generalizacion / para mejorar la comprensian.

Figura 1 Médulo de ensefanza.

Uno de los objetivos de esta asignatura es questosliantes empiecen a desarrollar una
“mirada profesional” sobre la ensefianza de la vesih de problemas en particular, y la
ensefianza de las matematicas en general. Enda deksis EPS trabajaron el proceso de
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generalizacién en el marco de la propuesta de M&aoton y Stacey (1992) que plantea este
proceso en conexion con el de particularizacion.

Instrumento de recogida de datos

Esta investigacion la vamos a centrar en la tardi@idual que se indica en la sesion 2
(Figura 1). Los datos de la misma seran las retgpaide los EPS a la tarea individual, que tenia
como objetivo obtener informacion sobre su capacataidentificar evidencias de la
comprension matematica de los estudiantes de sagarsdbre el proceso de generalizacion.

Esta tarea presenta la estructura que se muedadigara 2: esta formada por dos
problemas de generalizacion lineal (adaptados\issiigaciones previas, Zapatera y Callejo,
2013; Rivera y Becker, 2005) con respuestas deestigliantes de secundaria en cada uno de
ellos (Figura 3) y de cuatro cuestiones que incelela dimension profesional de la ensefianza:

A. Describe como ha resuelto cada estudiante los problemag &1y relacion al proceso de
generalizacion.

B1. Agrupa los estudiantes que presentan caracteristicas cesidal desarrollo del proceso de
generalizacion.

B2. Caracteriza cada uno de los subgrupos que has formado
C. Indica en qué sdiferencian los distintos grupos

Las dos primeras cuestiones, A y B1, piden a IdS @il identifiqguen e interpreten
caracteristicas de la comprension del proceso merglizacion de los estudiantes reflejadas en
Sus respuestas y los agrupen segun estas catazsrisas dos Ultimas, B2 y C, piden a los EPS
gue caractericen y diferencien cada uno de losogreptablecidos.

Problema 1 Problema 2
Respuesta de Ana Respuesta de Ana
Respuesta de Beatriz Respuesta de Beatriz
Respuesta de Carlos Respuesta de Carlos
Respuesta de Daniel Respuesta de Daniel
Respuesta de Elena Respuesta de Elena
Respuesta de Fernando Respuesta de Fernando

4 cuestiones profesionales

Figura 2.Estructura de la tarea.

En los dos problemas (Figura 3) se presenta uresigucde figuras compuestas por
cuadros y bolas (problema 1; Callejo y Zapatera4? cuadrados blancos y negros (problema
2; Rivera y Becker, 2005). La regla general esfuneaion afinf(n) = an + bcon B£0. Pero
mientras la sucesion de figuras del primer probleraae en sentido vertical, la sucesion del
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segundo crece en sentido vertical y horizontal.dassprimeras cuestiones de los dos problemas
son de generalizacidon cercana y se pueden resifeendo una estrategia aditiva mediante
recuento, con o sin dibujo, o con un método reearsipoyandose en el término anterior. La
cuestion 3, de generalizacion lejana, también sd@uesolver con una estrategia aditiva, aunque
resulta laborioso. Las cuestiones 4 y 5 piden egpra regla general, ya sea en forma verbal o
algebraica.

Problema 1

Las tres figuras sigueentes son los primmeros térmanos de una sucesitn donde los cuadrados estan formados por puntos
(bolas) y segmentos {pales)

Frgura 1 Figuro 2 Figurma 3

£ Cuantos palos v bolas se necesitan para construir 1a figura 47

¢ Guantos palos v bolas se necestan para censtruir la fgura 67

L Cudintos palos v bolas se necestan para construir fa figuea 207

Busca una regla general que relacione el nimero de la figura v ef ndmeno de bolas
Busca una regla general que refacione el ndmero de la hgura y el nimero de palos.

3 O LY

Problema 2

Las tres figuras siguentes son los primeros términos de una sucesiin

Figura 1 Figura 2 Figura 3

£ Cuantos cuadrados blancos y negros se necestan para construir la figura 47

£ Cuantos cuadrados blancos y negros & necesitan para construir la figura 67

£Cuantos cuadrados blancos y negros se necesitan para construlr fa figura 207

Busca una regla general que relacione el nimero de la figura y el nimero de cuadrados negros
Busca una regla general que relacione el nimero de la figura y el nimere de cuadrados blancos.

(PSR

Figura 3.Problema 1y 2 del cuestionario.

Por otra parte, las respuestas seleccionadas m@@dule secundaria (Figura 3) reflejan
distintos niveles de generalizacion (Garcia-Crivtaytindn, 1999):

Nivel 1, actividad procedimentalos estudiantes reconocen el caracter iteratrerorsivo
del modelo lineal, lo que se traduce en hacer cwergo o afiadir la diferencia constante
(Carlos y Daniel, Figura 4).
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Problema1

Respuesta de Carlos Respuesta de Daniel
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Figura 4. Respuestas de caracter procedimental a los prabléng 2 del cuestionario
Nivel 2 generalizacién locallos estudiantes hacen uso de una regla pardauiaca
especifico (Fernando y Ana, Figura 5).
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Problema1
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Figura 5. Respuestas de generalizacion local a los problémasdel cuestionario

Nivel 3, generalizacion globdlos estudiantes transforman la regla usada eadar

anteriores en un objeto que se puede aplicar eraatuaciones (Beatriz y Elena, Figura

6).
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Problema1

Respuesta de Beatriz

Respuesta de Elena
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Figura 6. Respuestas de generalizacién global a los prolklémye2 del cuestionario

Analisis de los datos

Las agrupaciones de los estudiantes de secundaéstipn B1) realizadas por los EPS, a

partir de las caracteristicas del desarrollo deteso de generalizacion que aportaban para

justificar las agrupaciones realizadas (cuestio)) Aeron analizadas por cuatro investigadores.
Los acuerdos y desacuerdos fueron discutidos cobjetivo de consensuar las evidencias que

aportaban los EPS sobre las caracteristicas dairdis del proceso de generalizacion. Este
analisis permitié identificar cuatro caracterizaae dadas por los EPS del proceso de

generalizacion (se exponen en el apartado de adgglt como evidencias de la comprension del
proceso de generalizacion lineal de patrones. Renegnera, este proceso de analisis permitio

identificar qué es lo que los EPS identificaban e@wvidencia y como lo interpretaban.
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Resultados

En esta seccion describimos lo que los EPS comdiderevidencias del desarrollo de la
comprension del proceso de generalizacién de pegron

Los EPS consideraron cuatro caracteristicas denfgpiension del proceso de
generalizacion: (1) intento de llegar a la reglagyal, (2) generalizacion cercana y lejana, (3)
uso del método recursivo y (4) todo o nada.

Una primera caracteristica fue considerar si lagdéntes de secundaria habian intentado
o no llegar a la regla general y lo habian heclmoésato. De este modo, los estudiantes de
secundaria fueron agrupados teniendo en cuenta:

- si habian intentado llegar a la regla general aemgulo hubiesen conseguido (Ana 'y
Fernando);

- sino lo habian intentado (Daniel y Carlos); y
- si habian llegado con éxito a obtener la reglagiiBeatriz y Elena).

Desde este punto de vista, los EPS se fijaron ks slumnos de secundaria habian sido
capaces de pasar de una estrategia aditiva a niciarfal, aunque el intento fuese erroneo. Por
ejemplo, PSJ justific la agrupacién realizadasitghiente modo_(énfasis afiadjdo

“Beatriz y Elenaporque resuelven correctamente los problemagrsfiguras
gue se pueden visualizar y luego generalizan ctareente mediante una
férmula

Ana y Fernand@orque_resuelven los problemas correctamentersfigaras gue
se pueden representar y por tanto observar visuatenBero a la hora de
generalizar no prestan atencion a que en el problérhay palos y bolas comunes
para todas las figuras y para el problema 2 cuadrmtlancos y negros para
todas las figuras, en consecuencia hay elementaados dos veces, es decir, no
llegan a generalizar correctamente.

Daniel y Carlos no intentan generalizartravés de ninguna féormula. Carlos
resuelve los problemas sin prestar atencion a guana sucesion y en
consecuencia hace cosas sin sentido. Daniel resletvproblemas
correctamente si son figuras que se pueden rept@sgmpor tanto observa
visualmente.

Considero que la diferencia entre el grupo de Db@iarlos y Ana-Fernando es
gue este ultimo grupo al menos ha intentado geizarahungue no haya tenido
éxita”

La otra caracteristica considerada tuvo en cuerifictales de las cuestiones se habian
resuelto correctamente: las de generalizacion car@@na y Fernando), las de generalizacion
lejana (Daniel) y regla general (Elena y Beattizgiendo notar que Carlos lo habia resuelto
incorrectamente. Por ejemplo, JIN justifico su pgeidn del siguiente modo (énfasis afiaflido

“Beatriz y Elenaresuelven todos los ejercicios correctamente yredehallan la
férmula generabunque por dos caminos distintos.

Daniel porque_resuelve los tres primeros apartados dedtws problemas pero no
llega a generalizaregla general), le falta este Ultimo paso.
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Fernando, Ana y Carlo<Carlos no realiza correctamente los apartadodatedos
problemas. Ana y Fernando aungue resuelven bierddss primeros apartados,
utilizan métodos incorrectos para el siguiente apdo.”

La tercera caracteristica considerada fue teneuenta si los estudiantes de secundaria
habian reconocido el caracter recursivo del molitetal (Elena, Beatriz, Ana, Daniel y
Fernando) o si lo habia hecho incorrectamente ¢€aiPor ejemplo, JCB escribid (énfasis
afadido:

“Elena, Beatriz, Ana, Daniel y Fernangmrque intentan averiguar de donde
partimos y a partir de ahi intentan averiguar ehméro de la figura con el
incremento de los elemeni@s decir, realizan una adicién de elementos retspe
un patrén inicial.

Carlos tiene problemas de establecer las sucesidaedemento’s

Finalmente, la cuarta caracteristica fue considermamente o “Todo o nada”. Desde este
punto de vista solo se tenia en cuenta si el esttelde secundaria habia llegado a una formula
general (Beatriz y Elena) o no (Ana, Daniel, Cagld®rnando). Por ejemplo, SVD justifico su
agrupacion del siguiente modo (énfasis afigdido

“Beatriz_ y Elena generalizan correctament&na, Daniel, Carlos y Fernando
intuyen la idea de generalizaciébn en sus expligaeso pero_se equivocan al
observar cudl es el patrén de crecimiento

Discusion
Este estudio aporta informacién sobre el papeldgsempefia el conocimiento de

matematicas de los estudiantes para profesor cuatadpretan la comprension de los
estudiantes de secundaria sobre los procesos deatizacion.

Los resultados muestran diferentes formas de eaizat los procesos de generalizacion y
la influencia de esta caracterizacion en determiineomprension de los estudiantes de
secundaria. Algunos EPS caracterizaron el procegederalizacion como el intento de llegar a
unageneralizacion globalGarcia-Cruz y Martindn, 1998). Estos EPS valaran@s el intento
de encontrar una regla para un calculo espec#inague fuese incorrecta (Ana y Fernando), que
el reconocimiento del caracter recursivo del pattérrecimiento de la respuesta de Daniel, que
le permitié dar la respuesta correcta a los tresgyps apartados, aunque no intentara buscar una
regla general. Esta aproximacion adoptaba por R fiodria poner de manifiesto que
consideran que no todas las estrategias de redolsgn igualmente potentes para llegar a
obtener la regla general, pues dificilmente se puesponder a una tarea donde se pide obtener
la regla general con una estrategia aditiva (Gallefapatera, 2014: Orton y Orton, 1994) y, por
tanto, refleja distintos niveles de comprensiotodeestudiantes de secundaria de la idea de
generalizacion. Otros EPS caracterizaron el prodeggeneralizacion considerando distintos
niveles, lo que les llevo a caracterizar la comgiande los estudiantes diferenciando tres
niveles: aquellos que llegaban a la generalizamédoana (actividad procedimental), aquellos
gue llegaban a la lejana (generalizacion locafjyetios que llegaban a la regla general
(generalizacion global). Por otra parte, hubo E&@&splo tuvieron en cuenta en su
caracterizacion el llegar o no expresar la forngaiaeral, lo que les llevo a determinar la
comprension de los alumnos como “todo o nada”’rgsoque solo consideraron si el estudiante
de secundaria habia reconocido el caracter recudgivmodelo lineal lo que demuestra que solo

Comunicacio XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 201



Como caracterizan el proceso de generalizacionateopes estudiantes para profesores 11

se centraron en el primer nivel de generalizad&agtividad procedimental (Garcia-Cruz y
Martinon, 1998).

Estos resultados muestran que aquellos EPS quifickeon como elementos clave
(KDU, Simon, 2006) del proceso de generalizaci&timtios niveles de este proceso, bien
caracterizando este proceso en tres niveles ocbimo “intento” de llegar a la regla general,
fueron capaces de interpretar las respuestas @stiadiantes de secundaria identificando
distintos niveles de comprension del proceso dergéinacion. Luego, es necesario que los EPS
sean capaces de desempaquetar este conocimien@tel@aticas que les permitira identificar la
comprension de los estudiantes de secundaria y ec#siones de accion pertinentes; y por
tanto, desarrollar la competencia docente una @mipadfesional.

Finalmente, es relevante subrayar que estos rdealt&on similares a los obtenidos por
Magiera, et al. (2013) en algebra, por Fernandea, €012) en el razonamiento proporcional y
por Sanchez-Matamoros, et al. (2014) en el conaptierivada. Sin embargo, aporta
informacion a esta linea de investigacion en rétaei otro dominio matematico, la
generalizacion lineal.
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