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Resumo

Este artigo se propde a identificar e discutirmpero da teria APOS de Ed Dubinsky
as concepgdes agdo, processo e objeto evidengadgsaduandos de um curso de
Licenciatura em Matematica a respeito do conceit@dmbinacédo Linear, conceito
esse estudado na disciplina de Algebra Linear. iBsoaforam realizadas entrevistas
semiestruturadas com dois licenciandos de uma rsn\agle pablica paranaense.
Percebe-se por meio da analise das entrevistadeqie as concepcdes
evidenciadas por esses graduandos estdo as coes&éd e objeto.

Palavras-chaveAlgebra Linear, Concepcdes de Combinacéo Lirksoria APOS,
Licenciandos, Entrevistas.

Introducéo

A Algebra Linear é extremamente importante paraasekhatica como também para outros
campos do conhecimento que fazem uso dela, conénai&€ da Computacao. A ideia da
relevancia da Algebra Linear pode ser confirmaddemer (1998), citado em Celestino (2000,
p. 9-10) que diz:
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“E fato que a Algebra Linear constitui uma partepdmante no contetdo
matematico que é ensinado no inicio da universidsgledo vista como uma
disciplina fundamental por quase todos os mateogtcpor muitos cientistas
que a utilizam como ferramenta. Além disso, asdlifiades dos estudantes em
Algebra Linear parecem, tdo importantes e visigaanto em analise”.

Mediante os dizeres de Dorier (1998) vé-se que; di& sua importancia como conteudo
matematico, as dificuldades apresentadas nessplidisgdambém séo importantes, e assim
perceber que concepcgdes sdo evidenciadas peldaeigts € relevante, uma vez que revelam
como estes construiram o seu conhecimento matengatjoe de certa forma transparece as
dificuldades encontradas pelos mesmos.

A disciplina de Algebra Linear é uma disciplinaigatéria em todos os cursos de
licenciatura do Brasil (Bianchini & Machado, 2018vido a sua importancia ja comentada.
Sendo assim, este artigo busca responder a segengfenta: que concepg¢des séo evidenciadas
por licenciandos em Matematica a respeito do ctmdei Combinacédo Linear? J& que o conceito
de Combinac&o Linear é um conceito consideradoegitanno estudo de Algebra Linear, uma
vez que auxilia na compreensédo de outros, comoridépeia Linear e Base.

Para atender ao objetivo desse trabalho, identdéichAscutir as concepcdes acdes, processo
e objeto evidenciadas pela teoria APOS, buscoeaizar entrevistas semiestruturadas com dois
licenciandos em Matematica a respeito do concetGambinacéo Linear.

Abstracao Reflexionante

Piaget diferencia trés tipos de abstracdo: emppmaudo-empirica e reflexionante. Na
abstracédo empirica o individuo tira propriedadesalgetos por meio da observacdo. Na pseudo-
empirica, que é um tipo de abstragéo intermedgdriiee a empirica e a reflexionante,
constatado que as propriedades observadas nogogget introduzidas pelo individuo aos
objetos (Elias, 2013; Becker, 1990).

A abstracao reflexionante proposta por Piaget stasim estruturas que permitem ao
sujeito captar um determinado contetdo por meisuds atividades cognitivas a fim de extrair
novos caracteres e utilizd-los para outras findkdaEssa abstracdo possui dois sentidos que se
complementam: reflexionamento e reflexdo (NogugiRavanello, 2008).

O reflexionamento corresponde a projecao do quefmado de um patamar inferior para
um superior, como, por exemplo, a representac@ondeacéo. Ja a reflexdo € o “ato de
reconstrucao e reorganizacdo sobre o patamar sudaguilo que foi transferido do interior”
(Nogueira & Pavanello, 2008, p. 119).

De acordo com Prado (2010, p. 28), Piaget apreséguas tipos de abstracdo
reflexionante, entretanto Dubinsky admite quatoy,qgonsidera-las “[...] importantes no
desenvolvimento do pensamento matematico avangadofescenta uma quinta, que néo foi
considerada por Piaget. Esses tipos de abstrai@aoaante séo:

« Interiorizacdo que ocorre quando o individuo usaidolos consegue construir
processos internos a fim de dar sentido aos fen@snamservados (Dubinsky, 2001).

« Encapsulacao, que de acordo com Dubinsky (20Q01), é a “[...] conversao de um
processo (dindmico) em um objeto (estatico)”.
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* Generalizagdo, que segundo Dubinsky (1991, p. Hebptece quando o individuo “[...]
aplica um esquema existente para uma ou para wteacaecado de fendmenos”.

» Coordenacao, que de acordo com Dubinsky (19911).4 “a composi¢ao ou
coordenacéo de dois ou mais processos para construiovo”.

» Reversibilidade, que para Dubinsky (1991) € um rmeeesso que consiste em reverter o
processo original.

Esses tipos de abstracOes propostos por Piageibiptzsa a construcdo de objetos
mentais, e desse modo Dubinsky os considerou ndéextondo pensamento matematico
avancado, mostrando que novos objetos podem sstrgimos a partir de objetos ja existentes.

Em relacdo a construcdo do conhecimento matemétialaet al (1996, p. 6) considera
gue passa primeiro pela manipulacao de objetosaisemt fisicos para formar a acao; as acdes
sao interiorizadas formando processos que séo suledps para formar objetos. Os objetos por
sua vez podem ser desencapsulados para voltar@aesgos que os formaram inicialmente. Por
fim, acdo, processo e objetos podem ser organizadassquemas. A figura a seguir retrata essa
situacao:

interiorizacio
N /—\
OBJETOS PROCESSO0S
Coordenagio
Reversibilidade
Encapsulacdo
Desencapsulacio

Figura 1 Construcdo do conhecimento matematico.
Fonte Asiala,et al, 1996, p. 6.

Mediante a figura 1, € possivel perceber a cor@rdo conhecimento matematico por
meio da teoria APOS (Action, Process, Object, Seh)grassando pelas etapas: acéo, processo,
objeto e esquema, ndo necessariamente nessa & dessa teoria, para se passar de uma etapa
para outra usa-se a abstracao reflexionante. Arsegd abordada brevemente a Teoria APOS.

A Teoria APOS

A Teoria APOS foi desenvolvida pelo grupo de pesafdesearch in Undergraduate
Mathematics Education Commun{8UMEC) com o intuito de “compreender o mecanisrao d
abstracéao reflexionantproposto por Piaget para descrever o desenvolwintenpensamento
I6gico nas criancas, estendendo a ideia para ¢osaa matematica avancada” (Dubinsky &
Mcdonald, 2001, p. 4).

Essa teoria se baseia na hipétese de que o corrmgoimatematico “consiste em uma
tendéncia individual para lidar com percepcdes mateas de situagdes-problema por meio da
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construcdo mental acdo, processo, e objeto orgatizas em um esquema para dar sentido as
situacgdes e resolver problemas” (Dubinsky & McddnaDO01, p. 2).

A Teoria APOS, como visto no tépico anterior, coegmde as etapas a¢ao, processo,
objeto e esquema para explicar a constru¢do deonhrecimento matematico. A seguir, sera
descrito cada uma das etapas dessa Teoria, bassmerdoDubinsky e Mcdonald (2001) e
Asialaet al (1996). Essas etapas serdo utilizadas na adaksentrevistas com os licenciandos.

A acdo na APOS corresponde a uma transformacéo opaividuo realiza sobre um
objeto matematico, sendo essa transformacao exderimalividuo, ou seja, acontece mediante a
reacao a indicacfes que fornece os passos a segeidas. Para obter essas indicacdes, as
vezes, o individuo recorre a sua memdéria sem tdrale consciente do que esta fazendo.

Um exemplo de agcéo é quando o estudante tent&caesk um conjunto de vetores é
linearmente dependente pela possibilidade de escuev vetor como combinacgéo linear dos
outros, assim este executa a acao de verificapsssivel escrever ou nao como combinacao
linear (Prado, 2010).

Quando o estudante se limita a apenas “[...] open@acdes sem outras etapas do
processo de construgdo do conhecimento, tratandonegitos de forma algoritmica, apenas
reproduzindo os passos para verificar [...], carsitemos que esta nancepc¢ao acdqElias,
2013, p. 54).

O processo ocorre quando o individuo reflete soliyee esta realizando, quando
interioriza a a¢&o transformando-a em um procdssona construcdo interna ao individuo, em
gue o mesmo realiza uma a¢ao, sem ser necessaearnaduzida por estimulos externos, isto
€, ele passa a realizar uma transformacao consaientbjeto, conseguindo descrever 0s passos
envolvidos sem explicitad-los, além de poder investepassos quando for necessario.

Como exemplo de processo, é possivel pensar ndaeséuque consegue refletir que um
vetor do R? pode ser combinacéo linear de maigédevetores (Bianchini & Machado, 2013)

Se ao resolver problemas o estudante der indieiagilizar transformacdes do tipo
processo, diz-se que possui utoacepcao processitn conceito matematico em estudo.

O objeto refere-se a uma reflexdo sobre o procesalizando transformacdes sobre o
mesmo por meio de acdes ou de outros processosd@Qoandividuo consegue realizar essas
transformacdes de forma consciente é dito queigithab “[...] encapsulou 0s processos
envolvidos em um objeto” (Prado, 2010, p. 36).

Para exemplificar a concepcao objeto imagina-sestodante que encapsulou, por
exemplo, a nogéo de base, “[...] como sendo unuoctmjgerador de vetores linearmente
independentes” (Prado, 2010, p. 113).

Um esquema de um conceito matematico € um congstitoturado de acdes, processos e
objetos que um individuo possui em sua mente.

Procedimentos metodoldgicos

Para identificar e interpretar as concepc¢Oes apiadas por licenciandos a respeito do
conceito de Combinacao Linear optou-se por realiraa pesquisa de natureza qualitativa.
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A pesquisa contou com a participacdo de dois lieados em Mateméatica de uma
universidade publica paranaense. Para seleciorfétiosalizado um convite em uma turma que
ja havia cursado a disciplina de Algebra Lineaano de 2013 e consequentemente ja haviam
estudado o conceito de Combinacédo Linear. Doisedtglantes da turma se prontificaram a
participar da pesquisa e em seguida foi marcada,mdhorario e o local para realizar a mesma.

Como instrumento de coleta de informacdes optqueteentrevista semiestruturada, uma
vez que ela “[...] se desenrola a partir de um @sgubasico, porém nédo aplicado rigidamente,
permitindo que o entrevistador faca as necessadigstacdes” (Ludke & André, 2012, p. 34).
Dessa forma, esse tipo de entrevista apresentarnateéabilidade permitindo inserir ou alterar a
ordem das questdes presentes no roteiro elabosmdagalizar a entrevista, de acordo com as
respostas dadas pelos participantes da pesquisada tontribuir com a identificacéo das
concepcoes a respeito do conceito de Combinac@&at.in

No decorrer das entrevistas, que foram audio-gesjddram fornecidas folhas em branco
para que os licenciandos registrassem tudo o quEssem necessario. Assim, apresenta-se nas
analises trechos transcritos e escritos.

O roteiro elaborado € composto por trés questéesiosuma retirada e adaptada de um
guestionario apresentado na pesquisa de Elias 20ds8outras duas elaboradas pela primeira
autora deste artigo.

A andlise das entrevistas foi realizada mediamég@a dos protocolos obtidos, bem como
da leitura das transcri¢cdes das entrevistas, clmaledade de encontrar indicios que
permitissem identificar as concepc¢des evidencipdameio da Teoria APOS, como a
concepcao acao, processo e objeto, dos licencigrattsipantes da pesquisa.

A seguir serdo apresentadas as analises das stasengalizadas.
Andlise das entrevistas

Para preservar a identidade dos participantes stpusa foram adotados codigos para
identifica-los. O cbdigo escolhido foi a letra EEpedida de um numero, o primeiro estudante
entrevistado foi denominado de E1 e o segundo de E2

No momento da entrevista foi explicado novamerabjetivo da mesma, uma vez que
esse foi exposto no momento do convite, e da aaifb entregue aos participantes, sendo
solicitada também autorizacdo para audio-gravantasvistas. Apés isso, eles assinaram o
termo de consentimento e assim iniciou-se a est@eygue teve uma duracao de
aproximadamente vinte minutos.

A seguir serdo apresentadas as analises e assfissute cada questdo que fez parte do
roteiro de entrevista.

Questéo 1: O que vocé entende por combinacéo lin€afAdaptada de Elias, 2013)

Nessa primeira quest&o o estudante E1 comentans@€ombinacio LineaE‘a
combinacédo de dois vetores com um terceiro, poo maiadicdo desses vetores igualando com
o terceiro, contendo variaveis diferentes de zer® ultiplica os vetores combinadoBor
meio dessa resposta vé-se que o estudante estdnaads a trabalhar com tarefas do tipo
escreva o vetor w como combinacao linear dos vetoeev.
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Todavia, quando questionado a respeito das “vaggwpie correspondem aos escalares,
se essas nao podem ser iguais a zero, o0 estudamé@ta que.’. pode ter um zero, mas para ter
combinacéo linear.”.Para por um momento e apas porque anula o vettrCom isso, pode-
se perceber que ele compreende que se todos teresd¢arem nulos ndo é possivel escrever
uma Combinagéao Linear.

Mediante as falas de E1, mesmo essas ndo apredentaa linguagem adequada, é
possivel inferir que este licenciando possui cog&embjeto sobre Combinacgdo Linear, ja que
compreende a Combinagdo Linear como sendo um abgiematico com caracteristicas
préprias.

Ao realizar essa mesma questao ao E2, este cofmemeanbro que tem assim... no caso
tem um vetor... né? E alguma coisa que combinenassem o valor do vetor v e o valor de
outro vetor, h4 uma combinacao de dois vetores param terceiro..."Nesse momento, o E2
faz uma representacéo do que esta falando em uin@adfoe foi dada pela primeira autora,
conforme a figura abaixo:

ul *'VL:[/

Figura 2 Representacdo Combinacéo Linear E2.

Ao terminar a representacao, a primeira autoraestquna sobre essa representacéao e E2
comenta tem alguma coisa errada ai.Mesmo sabendo que faltava algo E2 ndo consegue se
lembrar do que falta.

Mediante as falas de E2 é possivel inferir que snmeepossui concepcdo acao sobre
Combinacéo Linear, ja que tenta recorrer a menpaiia lembrar o que é esse objeto
matematico, além de que possui ainda um entendinegptivocado da Combinagéo Linear.

Questdo 2: Em cada caso escreva, se possivel, owvat como combinagédo linear dos
vetoresu e v. Explique por que pode ou ndo ser uma combinacamear.

Para essa questéo foram apresentados 0s seg@tuB=sy

a) w=(2,2)u=(13)ev=(0,-2)
b) w=(3,—1,—-2),u=(L11)ev = (0,—4,—1)

O E1 pegou a folha fornecida pela primeira autarareecou a fazer as verificagdes
dizendo que o primeiro era possivel escrever w coonabinacao linear de u e v. Quando
guestionado sobre o porqué de sua afirmacéo corfieotque quando tenho dois vetores aqui
(aponta para o papel) u e v e tendo as incognitas @, quando colocadas num sistema vocé
tem uma resposta real e quando multiplicada poegsgtores como resposta da’o w
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Figura 3 Resolugéo Questao 2 item a) E1.

Pode-se inferir que E1 reconhece e sabe valer-gaelé uma combinacao linear para
mostrar a possibilidade de se escrever um vetar dawgho combinacao linear de outros. Um fato
interessante é que apds encontrar os valores dalaes e escrever a combinacao linear E1
realizou a verificagcéo, para ter certeza de que&ssas valores era realmente possivel escrever
0 vetor w como combinacédo de u e v.

No proximo item dessa questdo E1 comeca a fazerificacao e chega a conclusdo que
ndo é uma combinacao linear. Quando questionade sgtorqué disso, responde: “
porque,..., por exemplo, quando vocé coloca aqu(referindo-se a primeira equacéao do
sistema) é igual é a 3.Mostra para a folha e volta a comentar os valot®&los ©..03 e 0 - 2,
as incognitas, ddo a combinacéo linear, mas quara@ compara com o(yeferindo-se a
segunda equacao do sisterai@ nao da, ele da respostas diferentes, entdcér@mbinacao
linear”

W = l:L,_.-";. L A U % hh
i L Ty ~y # e '\I ! [ A
(2,1 22) =G (A, 1) «Qualo 4, 4)
Al 0 Con I - " ~
{Fl\'_. II_“:‘\" U "'lL"q:"""ll!'"'l-_U_ U';\u--}-. I_I-\.A'l\
f.'\'_a_-*. “'-B ety
P e R S € W
%._\;-. \ __I_\__l. LA ﬁll-._ .."II Sy’ ) ) b
™~ LRI 5 |
Ny == 7o
N 5 Fy
~ O —Wnox =
: A T -"C')
b=t

Figura 4 Resolugéo Questao 2 item b) E1.

Novamente, é possivel perceber a preocupacao éimareaverificacdo, uma vez que E1
retorna em uma das equac0des néao utilizadas nmsigtara ver se os resultados encontrados
satisfariam essa equacdao, e ao perceber que BsIafossivel constata que ndo se pode
escrever a combinacao linear solicitada.

Esses itens apresentados mostram que o estudeadeee o processo de resolucéo e a
necessidade de utiliza-lo para escrever um vetooddombinacédo Linear de outros, reforcando
a inferéncia que E1 possui uma concepc¢ao objete sobonceito, foco de estudo deste artigo.

Em relacdo ao entrevistado E2, esse tenta fazenifecacao na folha cedida pela primeira
autora, entretanto E2 equivoca-se e ndo repreadbtenbinacdo Linear solicitada, como é
possivel ver em seu registro escrito:

Comunicacgéo XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Concepcoes de licenciandos sobre o conceito deinagémo linear 8

Z{\Zz ‘f‘]y_: 7

O -Zy: Z
}’JL
X =4

Figura 5 Resolucdo Questédo 2 item a) E2.

Depois de um tempo, E2 fala.“ha outro jeito de fazer is5d estudante E2 tenta
recordar, mas so lembra que pode utilizar sisteama ghegar a resolucéo, tanto que comenta:
“... eu usava sistema para resolver...

Como E2 ndo conseguiu recordar o que tem que fi@zarpoder escrever uma
Combinacéao Linear, ndo resolveu o outro item dat§ioe Entretanto, a afirmacéo de E2 revela
gue o mesmo decorou o0 que tinha que fazer panacsatear escalares que fossem possiveis
para escrever uma Combinagédo Linear, nesse casessslante mostra ter uma concepg¢ao agéo
desse conceito matematico, uma vez que tentarzam@ipulacdes sobre objetos matematicos
recorrendo a fatos que estdo na memoria, semirsidetre a razdo de fazer isso.

Questdo 3: A seguinte interpretacdo geométrica caesponde a uma combinacao linear? Se
sim, escreva a combinacao linear que o gréfico repsenta.

x

Fonte: Steinbruch & Winterle, 2009, p.

A respeito dessa questdo E1 comeatzhd que sim... porque o v tem que ser a soma
desses doiG@apontando para a figura, mostrang, & aVv»), eu acho que é, porque quando vocé
representa aqui, esse € igual a egeestrando novamente para a figura)”. Concluimize"... é
uma combinacao linearPor meio do grafico E1 diz que a interpretac@oasponde a

“v=agvitaov,”

Com essa sua Ultima resposta a entrevista fez cersajreforcasse ainda mais a inferéncia
gue o estudante E1 possui a concepc¢ao objeto sameceito de Combinacéo Linear, visto que
0 mesmo possui a percepcado de reconhecer uma Cagabihinear pelo seu gréfico,
conseguindo descrevé-la em linguagem algébrica.

Em relacdo a essa Ultima questéo da entrevistadizE2u lembro do grafico, mas se € ou
nao é, nao lembfoPor meio de seus dizeres vé-se que E2 tevetoordan representacdes
gréficas, entretanto como faz um tempo que viadateldo ndo afirma se tal interpretacéo
geométrica é ou ndo uma Combinacao Linear.
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Discussao dos resultados

Por meio da andlise dos protocolos e das tranewrigés entrevistas foi possivel responder
a questao “que concepcdes sdo evidenciadas pocikeelos em Matematica a respeito do
conceito de Combinacao Linear?” delimitada no ondeste trabalho.

Como resultado observou-se que um estudante, Esseaiava concepcao objeto do
conceito de Combinacao Linear, no sentido da t&d?i@S, pois 0 mesmo consegue perceber tal
conceito como um objeto matematico que possui dades que o caracterizam.

J& o estudante E2 apresentou a concepc¢ao acjmedaem Combinacdo Linear, segundo
a Teoria APOS, uma vez que se recorda dos procethimque utilizava, restringindo a sua
compreensao a realizar agdes.

Consideracgoes finais

Neste artigo foi apresentado o resultado de umguses cujo objetivo era identificar e
discutir as concepgoes a respeito de Combinac@at ufe graduandos que ja cursaram a
disciplina de Algebra Linear no curso de licendiatem Matematica.

Para atingir o objetivo proposto no artigo realiz@uuma entrevista semiestruturada com
dois licenciandos que concluiram a disciplina dgera Linear, a fim de verificar como eles
construiram o seu conhecimento sobre Combinacg&at,intilizando para tanto a Teoria APOS.

Como resultado obteve-se que o estudante E1 apragenconcepcéo objeto a respeito
da Combinacéo Linear, enquanto o E2 apresentolepgéo acao sobre esse conceito.

Mediante a analise realizada foi possivel percgberos dois licenciandos possuem certa
dificuldade com a notacdo e nhomenclatura algéboicge corrobora com pesquisas, como a de
Dorier (2002), que mostram que uma das dificuldatssestudantes é de se apropriarem da
linguagem utilizada em Algebra Linear.

De modo geral, espera-se que esse artigo possilnitia reflexdo por partes dos docentes a
respeito de como os estudantes entendem e constmentonhecimentos acerca de algum
conceito matematico, bem como, a realizacao deupsgfuturas a fim de identificar
concepcdes, segundo a teoria APOS, a respeitota®s @monceitos matematicos.
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