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Resumen

El aprendizaje de la demostracion en los nivelesa&ti/os primario y secundario (6
a 18 afos) comunmente ha sido mitificada y relegati@mentos especificos de los
curriculos, incluso ha sido eliminado. Sin embaejaer parte primordial en el
proceso de aprendizaje de las Matematicas, laadid es un aspecto que debe ser
considerado en el contexto escolar considerandmiocaspectos ontologicos y
semioticos, sino cognitivos, pragmaticos y socitbucales. Se presenta una reflexion
al respecto y la propuesta de herramientas metgidaque permiten, de inicio, una
evaluacion en el progreso del aprendizaje de londs sobre la demostracion. Se
sefialan algunas investigaciones realizadas y aggdtobtenidos, para plantear un
método para incorporar la construccion continuaimostracion en los contextos
escolares. En la parte final se sefialan algun@&caspque aun deben ser
investigados para poder abordar adecuadamentasgseto de las Matematicas en
la escuela basica y media.

Palabras clavevalidacion matematica, aprendizaje de la demcigtnaaprendizaje
de las Mateméticas, geometria dinamica.

Introduccién

La demostracion matematica forma parte del conecitnicientifico constituido en las
Matematicas. A lo largo de la historia de la hurdadila idea de demostracién, como medio de
validacion de un conocimiento matematico, ha idaldando bajo la influencia de los
desarrollos filosoficos, matematicos, técnicosantificos, por no decir que también de la
ontologia de los objetos mateméticos y la semidticalucrada. Es decir, la idea de
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demostracion, los requisitos para aceptar unégal utilizado, no ha sido estatica y absoluta.

En este proceso los matematicos en general, comoion@ Nicolas Bourbaki (1972, pag.
25) “la historia del concepto de verdad en matezaatcorresponde, pues, a la historia de la
filosofia y no a la de las matemaéticas, pero ldwmién de este concepto ha tenido una influencia
innegable sobre la de las matematicas, y estochacano podamos dejar de tenerla en cuenta”.
Es decir, los matematicos no estan interesadosnecesitan pensar en esto para llevar a cabo su
trabajo, pero no quedan exentos de estas influepoiadesarrollarse académica y
profesionalmente en ambientes sociales especifimamente, como lo expresaba Wilder “lo
gue constituye una ‘demostracion’ varia de unaicailé otra y de una época a otra” (Perero,
1994, pag. 102). En efecto, la demostracion, comdionde validacion matematico, no puede ser
una referencia absoluta e inamovible en el camga Beucacién Mateméatica y menos si se
consideran aspectos cognitivos, semioticos y sadlimrales que estan involucrados en los
procesos educativos.

Auln asi la validacién del conocimiento matematisaea parte epistemolégicamente
importante de la construccion del mismo, por lo gsi@ecesaria su inclusion en el aprendizaje
de las Matemaéticas.

En este trabajo se hace una revision sobre laidadede incorporar el aprendizaje de la
validacién de los conocimientos matematicos quarda$an los alumnos de los niveles basico y
secundario a través de la produccion de justifaceas y demostraciones. También se considera
el hecho de que una evaluacién de esto debe ssdecada para poder determinar los avances
en los aprendizajes de los alumnos, por lo queggpen algunas herramientas que pueden
servir como base para avanzar en esta direccion.

En la parte final de este escrito, y con base gumals proyectos que se han realizado, se
propone una manera de aproximarse al aprendizdgeddsmostracion desde un punto de vista
pragmatico y activo, basandose en el hecho delqueeeso de construccion de la demostracion
(y de las Matemaéticas) es cognitivamente continuo.

La necesidad de la validacion en el desarrollo debnocimiento

Tradicionalmente en las ciencias experimentalds sasefia a los alumnos que la
validacién forma parte del “método cientifico”, gues el medio en el que el individuo (y la
comunidad cientifica) verifica que lo que se egt&adiendo o desarrollando puede ser tomado
como cierto y asi avanzar en el conocimiento (petso colectivo).

De esta manera los individuos experimentan cortabjeluego validan sus
observaciones. Siempre considerando un marco eeeneia (tedrico) y siguiendo ciertas reglas
(metodologia) que ofrecen cierta garantia de gsiedsultados validados tendran, valga la
redundancia, validez.

En el caso de las Matematicas se tienen dos ddieeriLa primera es que se ha creado la
imagen de que no es una ciencia experimental ggargla, que ha contribuido para tener la
anterior, es la naturaleza abstracta de los objetdsmaticos. La forma que tiene la
demostracion matematica es consecuencia de dithvaleza:

“La demostracion formal nace como una respuestaalamanda continua de
justificacion, una demanda que se remonta a Aekgsty Euclides, a través de Frege y Leibniz.
Ha habido siempre una necesidad de justificar miesgultados (...), no siempre en el sentido
limitado de definir su verdad, sino mas bien emés amplia acepcion de suministrar razones
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para su plausibilidad. La demostracion formal k@ §i es una respuesta suficientemente util a
esta preocupacion por la justificacion.” (Hanna®@,%4ag. 30)

Al considerar esto en el aprendizaje de las Mateastlas instituciones mexicanas lo han
ido incorporado en sus curriculos como parte dedugtello matematico del estudiante del nivel
secundario y orientado hacia la produccion de aegiios como parte del proceso. Por ejemplo,
en el caso de la Secundaria (nivel Medio Basiaonabs de 12 a 15 afios) oficialmente esta
planteada como una de las competencias a deseseolla

Validar procedimientos y resultados “Consiste en que los alumnos adquieran la
confianza suficiente para explicar y justificar fpecedimientos y soluciones encontradas,
mediante argumentos a su alcance que se orienteneddaazonamiento deductivo y la
demostracion formal.” (SEP, 2011, pag. 23)

Ademaés, para la segunda parte del nivel Medio ggued Bachillerato (nivel Medio
Superior, alumnos de 15 a 18 afos), la documemadidal incluye como una de las
competencias del alumno la siguiente:

“Argumenta la solucién obtenida de un problema, m@&todos numéricos, graficos,
analiticos o variacionales, mediante el lenguajbalematematico y el uso de las tecnologias de
la informacion y la comunicacion.” (SEP, 2008, p22. SEP, 2009)

En este sentido se nota que la argumentacion iestdlada con la validacion de
procedimientos y resultados, con la explicacida pstificacion, todo con una orientacion
definida hacia el razonamiento deductivo y la dearac&n formal. Es por ello que conviene
repasar algunas definiciones como la de explicagi@nproporciona Balacheff (2000, pag. 12):

“En el momento en que la explicacion se expresanaiscurso, ésta pretende hacer
inteligible a los espectadores la verdad de lagsigmn ya adquirida por el locutor.”

Sin embargo, cuando Balacheff hace una distinanfre el significado de “prueba’ y de
“demostracion” deja a ésta ultima fuera del ambébcontexto escolar de los niveles primario y
secundario al situarla tnicamente en el contexiagi®latematicas como ciencia. No obstante
es indispensable considerar que la clase de Matas&s un contexto muy particular en el que
los estudiantes estan construyendo sus saberemdranera continua, social y guiados por el
profesor bajo ciertas directrices sociales e ungtihales. Es por ello que los significados que
toma la demostracidn en este espacio y su relaoidhos otros contextos es lo que ocupa y
preocupa a aquellos que buscamos estrategiasyestap para orientar la actividad didactica y
ante tal preocupacion se reconoce la necesidasuteirauna postura respecto al desarrollo de la
habilidad argumentativa.

En el contexto escolar mas que las demostraciarepmeban que un hecho es verdadero,
interesan las demostraciones que explican. En éssageto hace conjeturas, explora 'y
argumenta, desarrollando conocimiento en un prosigsificativo en el que el énfasis no esta
en el rigor, sino en la comprension del proceselyeasultado. En este sentido en Larios y Acuiia
(2009) se hace el planteamiento de que si se gelesefiar la demostracion en la escuela (basica
y media), entonces “se requiere afinar una ideaustta de demostracion en el entorno escolar
gue considere como ejes de funcionamiento el (igoalmente aplicado) y distinguiendo
claramente la necesidad de la obtencién del siguiti mateméatico también aplicado al proceso
en cuestion” (pag. 61).

Para lo anterior se ha estado trabajando en propoaecaracterizacion de las
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justificaciones que se pueden considerar en leetsmdbsta considera los elementos que aparecen
en una argumentaciéon que, en el proceso de apagadizolucionaria a lo largo de la vida

escolar de un alumno desde el nivel basico al m@dieles primario y secundario). Por lo que

en la siguiente seccion se expondran elementoespésificos al respecto.

Una aproximacién pragmatica a la nocién de demost@édn

La demostracion matemética, como ya se sabe, pedet proceso cientifico de las
Matemaéticas. En la escuela de los niveles basggryndario se incluye la ensefianza de la
validacion matematica y por ello se requiere pedatuar los avances de los alumnos en este
sentido. Para ello es pertinente pensar en céntifigas (argumentan) los alumnos para poder
determinar, con base en la referencia de la ighitumatematica (en el sentido de Godino y
Batanero, 1994), los avances y las acciones négegara que, a través de la enseflanza, los
alumnos aprendan a validar en Matematicas.

En las siguientes secciones proporcionaremos etesigoe pueden servir para analizar
las justificaciones, como argumentos, que propaesidos alumnos y asi acercarnos a la
demostracion en la escuela.

El modelo funcional de Toulmin

Stepehn Toulmin propuso una herramienta que puwerddiizada para analizar la
estructura funcional de los argumentos. Con estiefopconocido como el modelo de Toulmin
(2007), el autor busco resolver el problema detapetementos para determinar si un
argumento en particular era valido a partir desdtuetura y las relaciones entre los elementos
gue intervienen.

El esquema mas sencillo, que de hecho podria pomdsr a un argumento basado en el
razonamiento deductivo, es el que se compone slelementos: los datos (D), las garantias (G)
y la conclusion (C). Ademas se puede afadir ebtde{R), que corresponderia a la parte de la
teoria que esta considerando el argumento. Esgicamé&nte se tendria lo siguiente:

Datos
D

Por tanto C

Porque

Teniendo en cuenta que
R

Figura 1. Esquema basico del argumento.

Sin embargo hay que considerar que este tipo derengfos son los que se esperan para
cuando un alumno “aprendié” Matematicas, es desiyn matematico o tiene una formacién
matematica relativamente avanzada. Esto quiere gleeilos alumnos al inicio de su vida
escolar no argumentan de esta manera, sino queslstananera “final” de argumentar en el
proceso de aprendizaje matematico.

En este sentido resulta inatil esperar sélo argtioseste este estilo durante la vida escolar
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del alumno, por lo que se requiere considerar stracura que incluya mas elementos que
permitan un analisis y una evaluacion que, finabegoueda conducir al alumno hacia el
esquema “tipicamente” matemaético.

Consideraremos el siguiente esquema que incluye&lmodalizadores (M), que
permiten matizaciones en el argumento, y condes@xcepcionales (E) que pueden servir para
aceptar o rechazar las conclusiones dependientdositeacion. Asi que esquematicamente lo
siguiente:

Datos
D

Por tanto, M, C

Porque A menos que
G E

Teniendo en cuenta que
R

Figura 2. Esquema ampliado del argumento.

Deciamos un par de parrafos arriba que la estaudeita figura 1 corresponderia al
razonamiento deductivo, pero hay que aclarar qeetnais todo argumento basado en el
razonamiento deductivo idealmente tendria esaatstay no todo argumento con dicha
estructura corresponderia a un razonamiento ddipsté=sto es porque el tipo de garantia, para
esa estructura, y los modalizadores y las excepsjgrara la estructura de la figura 2,
proporcionaran informacién sobre el tipo de argumene se esta presentando y que, a
continuacion, ahondaremos.

Esquemas de argumentacion o de demostracion

Cuando un alumno proporciona argumentos para sastenalidar lo que propone (una
propiedad, una observacion, una respuesta a utepralo ejercicio) lo que esta buscando es,
principalmente, cumplir con dos aspectos que meacdidlarel y Sowder (Harel, 2007; Harel y
Sowder, 1998): etonvencimientgo determinacion), entendido como el proceso idda para
remover las propias dudas acerca de la verdadalasancion (convencerse a uno mismo); y la
persuasioncomo el proceso de remover las dudas de otrosaade la verdad de una asercion
(convencer a los demas). Con esta consideraciadiasin las maneras en que los individuos
validaban sus afirmaciones e introdujeron la ideastjuema de demostracion individual
llamado esquema de prueba y que definieron conu ‘tim que significa convencimiento y
persuasion para esa persona”. Los esquemas |lgzagmnuen tres grandes categorias que, a su
vez, pueden contener subcategorias (ver la figura 3

» Esquemas de pruebas por conviccion extern&on aquellos que se presentan cuando las
afirmaciones se apoyan en elementos ajenos absuget organizan en tres subcategorias:

o Esquemas de prueba autoritariosSe sustentan en una autoridad, como el profesor o
el libro de texto.

o Esquemas de prueba ritual:Se basan estrictamente en la apariencia del argantg
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ritual de la presentacién hecha por la autoridagr@desor, un libro, un experto) es en
este tipo de esquemas lo que convence a alguesigvke para despejar sus dudas.

o Esquemas de prueba simbdlicos no referencialeSe apoyan en manipulaciones
simbolicas donde los simbolos o las manipulaciogsoseen un sistema coherente de
referentes a los ojos del estudiante.

» Esquemas de prueba empiricosEn los cuales las conjeturas se aceptan o recleazan
virtud de experiencias sensoriales. De acuerdofakés que aparezca en las mismas,
pueden ser:

0 Esquemas de prueba inductivosBasado en la evidencia de ejemplos, de mediciones
directas, sustitucion de niumeros especificos ereskmes algebraicas, etc.

o0 Esquemas de prueba perceptualeSustentado en percepciones visuales.
» Esquemas de prueba deductivosQue estan constituidos a su vez por dos subcadsgor

o Esquemas de prueba transformacionale€Estos tienen tres caracteristicas esenciales:
la de poseer generalidad (cuando la meta que sigperes justificar mediante un
argumento que resulte valido para todos los casmssg aceptan excepciones),
pensamiento operacional (que se manifiesta cuamdadividuo concibe metas o
submetas intentando anticipar resultados duramimeéso de la demostracion), e
inferencia logica (cuando el individuo comprende tpujustificacion en matematicas
debe estar basada en Ultima instancia sobre riégiaas de inferencia). La
transformacion de imagenes ocurre por medio ddddacciones logicas, a diferencia
de las relaciones observadas inductiva o percepamdé, consideradas como estaticas.
Las operaciones de trasformacion se realizan ogouethlizarse de manera
intencionada y prever sus efectos.

o Esquemas de prueba axiomaticod:os cuales poseen las tres caracteristicas amgrio
pero también incluyen el atributo de que el indieidomprende que cualquier proceso
de demostracién debe empezar desde términos yadiefiy aceptados (axiomas), y las
entidades a las cuales se aplican son parte dalldad matematica de uno (Harel,
2007). Si los axiomas responden a la pura intuidfa persona entonces se trata de un
esquema intuitivo axiomatico, pero cuando se piendas conjeturas como
representaciones generales en diferentes modetosoguparten una estructura
matematica comun se reconoce un esquema axionesticatural.
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> Autoritarios
De conviccion > Rituales
externa
= Simbolicos
no-referenciales
> Inductivos
Empiricos
»  Perceptuales
»  Contextuales
» Genéricos
» Transformacionales|
> Causales
»  Constructivos
Deductivos
»  Estructurales
.. Simbdlico
» Axiomaticos
estructurales
» Axiomatizantes

Figura 3.Esquemas de demostracion propuestos por Harekgie3o

Ahora bien, lo que interesa en este trabajo esbmada argumentacion, como via para el
aprendizaje de la demostracion como se le recarmuénmente, y en ese sentido la propuesta
anterior ha sido tomada por Flores y sus coledasg$; 2007; Flores, Gomez y Flores, 2010)
para aplicarla al estudio de los argumentos prasqgoor profesores de bachillerato cuando
justificaron soluciones de problemas geométrictiesbservaron que existen similitudes en las
maneras de argumentar de los profesores de baatullen México y de los estudiantes en los
gue basaron su estudio Harel y Sowder, pero ldllwamado mas bien «esquemas de
argumentacion» porque los entienden como “el cdojda acciones y razonamientos que un
individuo pone en juego para justificar o explinarresultado o para validar una conjetura
nacida durante el proceso de resolucién de unemad] (Flores, 2007, pag. 71) ya que no estan
ligados necesariamente a la demostracion de tesreima también a la validacion de resultados
de problemas. Considerando lo anterior han propusst categorizacion jerarquica de
esquemas de argumentaciéon como sigue (ver la fljura

« “Autoritarios. Las argumentaciones se apoyan en las afirmaciwmdwsgs por alguna
autoridad. puede ser un libro de texto, el instnudel curso u otro compairiero.

» “Simbdlicos,(sic) El estudiante utiliza un lenguaje matemagicdmbolos de una manera
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superflua y poco consistente, sin llegar realmanés conclusiones a las que quiere llegar.
En este tipo de esquemas pueden mencionar congeEmoslaros o inventados.

» “De recuento factico o simplemente facticogsic) en los que el profesor [el individuo]
hace un recuento de lo que hizo a manera de egidlica justificacion de algun resultado.
El estudiante expone una serie de pasos a manatgaitgmo.

« “Empiricos. El estudiante se apoya en hechos fisicos o erbujodEn este caso, el
dibujo o el hecho fisico constituye un argumentogdanismo y no un apoyo para el
argumento.

» “Analiticos. El estudiante sigue una cadena deductiva, sipqguello llegue
forzosamente a una conclusion valida. Las propmsss de este tipo de esquema se
pueden estructurar en oraciones «si..., entoneégFlores, Gomez y Flores, 2010, pag.
28)

Autoritarios |mp| Simbolicos || Facticos |mp| Empiricos |mp| Analiticos

Figura 4. Esquemas de argumentacién propuestos por Flanes golegas.

Esta categorizacion puede servir para identifitaraceso de los alumnos cuando
aprenden a justificar en la clase de Matematicasl@/figura 4). Para ello se puede utilizar el
modelo de Toulmin previamente mencionado considieréanaturaleza de los datos (D), las
garantias (G) y el respaldo (R), asi como los nipatddres (M) y las excepciones (E), para asi
identificar un cierto argumento o justificacion@resquema correspondiente.

Lo anterior lo podemos ejemplificar de las sigugemianeras:

» Si se tiene una justificacion que la parte de fam#a (G) esta basada en afirmaciones
como “el profesor dijo...” 0 “en el libro dice...” ermtoes hay indicativos de que dicha
justificacién corresponde a un esquema autorittr@uso pueden omitirse los datos (D)
en el argumento porque se ignoran deliberadamedotegtementos M y E pueden omitirse
por ser innecesarios.

» En el caso de justificaciones que se ajusten seesagisimbolicos se podria esperar que la
garantia (G) esté basada en el manejo de simbelosalmanera poco clara a partir de los
datos (D) existentes. Esto aparecen explicitameséeutilizan, pero precisamente es la
manera en coOmo se utilizan, apelando incluso gfipdades” inventadas, lo que indicaria
el tipo de esquema.

» En el caso de los esquemas facticos (o0 de recté@stioo) las garantias proporcionadas
hacen referencia directa a las construccionesaritafgps utilizados. Es posible que el
respaldo (R) aparezca de manera explicita, peto émta como G pertenecen a, como se
dijo, algoritmos o pasos realizados. Es como dpe#ralgo “funciona” porque se hizo
como se hizo (para que “funcionara”), pero no sgp@rciona la razén del
“funcionamiento”. Tanto los modalizadores (M) colas excepciones (E) pueden estar
presentes por las limitantes de los algoritmodosi@rocedimientos y de las herramientas
utilizadas (calculadoras, papel, computadorasterte

* Un esquema empirico podria incluir justificacioeaedos que los datos (D) son
considerados como casos particulares y la gar@ayiatilizada hace referencia tales casos
particulares. La aparicion de modalizadores y esiogyes que hagan referencias a casos
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particulares evidenciaria aun mas el tipo de esquéitizado. Algunos tipos de
justificaciones podrian considerar el caso de ra@oentos abductivos.

» En el caso de que se tuviera una justificacionuanestructura como la esquematizada en
la figura 1 y tanto la garantia (G) como el respdH) poseyeran la caracteristica de
proporcionar propiedades en las que son verifichgegesis para la obtencion de la
conclusion (C), se podria pensar en esquemasieoslit

Ahora bien, todo lo anterior se ha planteado dmmando que los alumnos no inician la
escuela (nivel primario y luego secundario) utiida esquemas del tipo analiticos, sino que
estan inmersos en un proceso evolutivo. Asi quedmbps alumnos estan justificando hechos
matematicos lo deben hacer de acuerdo a su désawghitivo y contexto escolar, siempre
considerando que las justificaciones que propoeciarayan orientadas a la idea matematica que
se tiene de referencia. En este sentido valdpana entonces acotar el tipo de justificaciones
gue se podrian considerar como «justificacionegmaticas» y que abordaremos a
continuacion.

Una caracterizacion de la demostracion

Como los argumentos que se presentan en el saldiasies de los niveles primaria y
secundaria no serian aceptados por la comunidaahmatita como “demostraciones”, pero
considerando que la misma nocion de demostracidtoheambiando con el tiempo de acuerdo
a las préacticas de dicha institucion bajo la inilktia del desarrollo cientifico y filoséfico de cada
una de las épocas (ver Gonzélez y Larios, 2012n&ak996; Hanna y Barbeau, 2008; Larios,
2005) y con la finalidad de no continuar fomentaladinlea de que los alumnos no pueden
demostrar (desmitificarla) para que asi se puedandpr a demostrar (como proceso que
involucra la formacion del pensamiento), se haicemado una aproximacion pragmatica a la
nocion de la demostracion en la escuela.

Esto incluye considerar que hay justificaciones aperecen en la escuela que no
necesariamente cumplen con condiciones adecuadasmEaminarse hacia un pensamiento
deductivo o formal, es decir, no todas las justfiones o argumentos podrian considerarse
apropiados. Es por ello que se hace necesariawlatarlas caracteristicas de una justificacion
para que pueda ser considerada una demostraclarescuela (se hace énfasis en la parte “en la
escuela”). Esta caracterizacion propuesta inclogaspectos semanticos relacionados con el
significado que tiene la demostracion como medivalielacion para eliminar dudas en uno
mismo y en los demas (la idea de Harel y Sowdeagpgctos sintacticos relacionados con el
lenguaje matemaético, tal como los que consideriaBiges (2007) que toma como base para
sus analisis la estructura de los sistemas axioagitormales.

Asi que consideraremos que la demostracion matesreéni el contexto escolar es una serie
de argumentos matematicos que tiene las siguieatasteristicas:

* Hacen referencia a un hecho matematico.

» Tienen como funcion primaria el de convencersenaigino y a otros para proporcionar
una explicacion del hecho matematico.

» Las formas de comunicacion utilizadas deben sesaidas por los miembros de la
comunidad escolar o, en su defecto, que puedapsendidas por ellos.

» Los enunciados utilizados son aceptados por la n@ad escolar, ya sea explicita o
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implicitamente.

» La serie de argumentos esta organizada con bdeenegs de razonamiento validas o
correctas. En particular se puede considerar eheamiento deductivo que provee
argumentos deductivos. (Gonzalez y Larios, 2018, 3)

Asi que con estos antecedentes (caracteristidasstesa y tipologia) podemos considerar
en como analizar y fomentar el desarrollo de lasa$traciones en la escuela como medios de
validacién del conocimiento matemético personatatta uno de los alumnos de los niveles
béasicos.

La construcciéon continua de la demostracion

Ya hemos considerado el hecho de que la validat@dos conocimientos matematicos,
tanto para un alumno de primaria o secundaria quam® un profesional o investigador
matematico, forma parte del proceso de construatgboonocimiento. En este sentido no puede
desligarsele de manera arbitraria a dicho prodesadecir, se ha visto que pierde el sentido que
se busca si la dinamica escolar en cuanto a realiidaciones se restringe solo a verificar
resultados o realizar demostraciones partienddideaiones ya establecidas por la autoridad
en el aula, ya sea el profesor o el libro de téxo Boero, Garuti y Mariotti, 1996; Chazan,
1993; Larios, 2005). Resulta conveniente incorpeste proceso de validacion a un proceso
mayor de construccién del conocimiento.

El ciclo de construccion de demostraciones como preso de aprendizaje matematico

Es relativamente comun que para abordar la prodct# justificaciones o
demostraciones en los ultimos afios de los nivelesapo y secundario (niveles Medio Basico y
Medio Superior en México) se les proporcione alosnnos afirmaciones ya existentes para
después, tras algunos ejemplos, pedirles que mrioperuna demostracion. Incluso se puede
dejar momentos especificos en los cursos en goagseesto o, incluso, se llega en algunas
instituciones a marcar esos momentos en los prayae estudio.

Sin embargo cuando ocurre esta situacion comod&rabstrar fuese un “momento
especial’ en Matematicas se promueve la idea déaguadidacion del conocimiento matematico
es algo ajeno al proceso de construccion del comesto. En estos casos no se les pide a los
alumnos que formulen conjeturas o elaboren el eada@ue esta siendo tomado en cuenta, Sino
Unicamente que reconstruyan el proceso que, prewigmnalguien ha realizado.
Desafortunadamente, especialmente para el aluneim droceso fue realizado por un
individuo (generalmente un matematico) cuyo madejacconocimiento y de sus habilidades
para generar razonamientos deductivos ya han sshkrmlladas, ademas de que para el
enunciado en particular que se esta “demostrant@’un conocimiento y una interaccion
previa, ademas de que es muy probable que haymdsa@cdicha demostracion significados
surgidos de la interaccidn tedrica entre las hgétg la tesis. Esta situacion acarrea
innumerables conflictos para el alumno y genergobtos para su aprendizaje, dado que estos
recursos no le son igualmente accesibles.

En parte las dificultades que enfrentan los alunseo®lacionan con el hecho de que ellos
deberre-construirla complejidad cognitiva de un proceso en el seanlazan funcionalmente
actos de pensamiento de diversas naturalezas gjlleMan a actividades parciales que son
dificiles dere-unir en una sola (Larios, 2005). Es por ello que uaalterna en la Educacion
Matemaética, y en particular en la ensefianza derf@dtracion, es considerar la produccion de
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justificaciones que para que tengan las caradtarssiencionadas en la seccién anterior, éstas
sean producto de exploraciones o de observaciBséses porque se ha visto que cuando los
alumnos exploran situaciones, plantean conjetutasgo construyen las demostraciones
correspondientes aparece una unidad cognitiva proetso. A esta nocion Boero, Garuti y
Mariotti (1996) denominaron ldnidad Cognitiva de TeoremaSon ello se propone que la
construccién de la demostracion involucra un prooestinuo, en términos cognitivos, en el
gue se pasa por varias etapas de una manera reanacente lineal (como en el caso del
proceso de construccion de las Matematicas comaiaig que realizan los matematicos
profesionales). Estas etapas se pueden enlistarstiguiente manera:

1. Exploracion de una situacién dada que puede spupsta por el profesor o generada a
partir de situaciones previas.

2. Produccién de una conjetura o planteamiento deroedad tras la observacion llevada
a cabo.

3. Exploracion orientada a la busqueda de justificaesade las conjeturas o propiedades
planteadas u observadas.

4. Produccion de la demostracion que valida o justifimediante el encadenamiento de
argumentos, las conjeturas o las propiedades pldaeu observadas.

En trabajos previos se ha aprovechado esta idaagparlos alumnos del nivel medio
(Bésico y Superior, 14-17 afos) observen situasiomsuelvan problemas, propongan
propiedades geométricas y produzcan justificaci¢heslano y Larios, en evaluacion;
Gonzélez, 2010; Gonzélez y Larios, 2012; Lario§530

Para situaciones de este tipo se aproveché elaeftie Geometria Dinamica (SGD) como
instrumento de mediacién semidtica entre el indivigl el conocimiento geométrico. En este
sentido el software permitié disefiar ambientespgraitieran, precisamente, la exploracion y la
observacion de situaciones para la busqueda direues y condiciones geométricas. Este
software, por la capacidad dinamica que le otargapkeracion de «arrastre», permite este tipo de
actividades pues es un medio en el que el alumnaad medio, que no tiene un desarrollo
cognitivo de una persona que ha trabajado conasbjpatematicos de manera asidua (como el
matematico profesional), puede manipular repres@mtas de objetos matematicos como si
fuesen objetos mas bien concretos y susceptitsdes @arte de experimentacion.

Es importante mencionar que este tipo de herraasatigitales pueden incidir en los
significados que se construyen acerca de los abjpatematicos. En el caso particular de los
geomeétricos se ha reportado en la literatura digeiesndmenos relacionados que deben ser
tomados en cuenta por los profesores y que puedanwenculados a las representaciones
gréficas (Larios y Gonzalez, 2010), con la esaiitle las demostraciones (Leung, 2009), con la
necesidad o el sentido de justificar —o la falt@st®s— al confundir los casos particulares con las
demostraciones (Chazan, 1993), entre otros qudavgkna explorar e investigar.

Ahora bien, regresando al ciclo recién mencionadodue decir que este proceso permite
partir de una situacion y asi el alumno realizdaggiones, planteamientos y valida el
conocimiento, de manera individual y grupal. Comargnciond un poco mas arriba, este
proceso no necesariamente resulta en un “ciclddsletapas mencionadas, sino que puede
requerir mas de una exploracion, pero idealmentbtdra una validacion del conocimiento
matematico observado o conjeturado. Este resutibtimido (no la validacion, sino el
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conocimiento matematico) o bien algun otro obtemid@nte el proceso realizado podria servir
como punto de inicio para nuevas exploraciones gadinuar con otros ciclos que lleven a
exploraciones, descubrimientos y demostraciones salon de clase.

En términos educativos, ademas, se puede esperdmgaumnos comiencen
proporcionando validaciones que tienen caracteasstie los esquemas de argumentacion
autoritarios o simbdlicos, pero mediante un disgfiao seguimiento adecuados por parte del
profesor podria pensarse que este proceso cidiegmloraciones y sistematizaciones llevaria a
un espiral que, de una manera simplificada, apameda siguiente figura:

Esquemas de argumentacion

Autoritaria Analitica

Simbdlica Factica Empirica de transformacion Axiomatica !

1 N,

Demostracion . Demostracion
Conjetura,

Conjetura Conjetura

Proceso de
instruccion

Exploracion, L -
_______________________________ p_ R _E_x_pl(l)racm[; y

sistematizacion sistematizacion sistematizacion sisten}atizaf:ién

’

v

Figura 5. Propuesta del proceso de la construccion contieda demostracién (CCD).
La necesidad de una evaluacion

Existe una necesidad institucional por la evaluagide se presentd en la segunda seccion
de este trabajo donde se hacen referencias a dotmswdiciales mexicanos para los niveles
Medio Basico y Medio Superior que correspondenalecacion secundaria en otros paises.

Pero en términos académicos esa necesidad de @dalea el proceso educativo es real y
mas significativa. En efecto, es ahi donde se itaoegluar el proceso de aprendizaje para
determinar la situacion en la que se “encuentraliehno (o el grupo de alumno) y asi permitir
al docente proponer acciones o actividades terefieiiogro del aprendizaje de los alumnos.

Es importante mencionar que este tipo de evaluam@sta necesariamente vinculada con
la calificacion o acreditacion, sino con el anélide las condiciones cognitivas y desarrollo de
los alumnos. Este requerimiento académico nos ddwascar herramientas Gtiles y adecuadas
para llevarla a cabo dicha evaluacién. Se propoedas elementos que se han planteado en la
tercer seccidn de este trabajo pueden ser herrtasiétiles para analizar los elementos de las
demostraciones que proponen los alumnos duramissaso de aprendizaje:

» La caracterizacion propuesta permite determinan sirgumento proporcionado por un
alumno puede ser considerado como una posible demios (siempre en el contexto
escolar).

* Con el modelo de Toulmin es posible identificarétmmentos que aparecen en el
argumento proporcionado por el alumno, para asrehar si esta completo, es decir, si
aparecen todos los elementos necesarios comodat@a(G), la conclusion (C), los datos
(D), etcétera. En este sentido vale la pena meacumre, por ejemplo, se ha observado en
diversos trabajos que los alumnos no proporcionguna@entos con todos estos elementos
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necesarios de una manera “natural”, sino que sgemqa intervencion explicita del
profesor o del grupo social (ver Arellano y Laries,evaluacion; Toro, 2014).

Ademas, con este modelo se puede determinar $iaeguemento a evaluar aparecen
elementos que pueden resultar superfluos comosmiodalizadores (M) o las
excepciones (E). Ademas, al identificar las gasangiel respaldo (R) se puede identificar
el tipo de éstas y asi considerar el tercer elemnent

» A partir principalmente de las garantias y el regpde un argumento se puede identificar
el tipo de esquema de argumentacion que le comdsppasi determinar en qué punto se
encuentra el alumno en el proceso de aprendizdge dimostracion.

Es importante mencionar que existe otro aspectn eomsiderado y es la intervencion de
los procesos cognitivos relacionados con el apraj@ide la demostracion. En relacion con esto
podemos decir que falta trabajo en este sentidoigantificar, si es posible, cuales son tales
procesos involucrados y en qué niveles lo estém gsirpoder desarrollar herramientas que
permitan una evaluacién. En este momento se dstarido un proyecto en este sentido con
alumnos del nivel Medio Basico en Querétaro.

Comentarios finales

En el Plan de Estudios de la Educacion Basicalf aios) de la Secretaria de Educacion
Puablica de México (2011, pag. 49) se establétaa avanzar en el desarrollo del pensamiento
matematico en la primaria y secundaria, su essgligrienta a aprender a resolver y formular pregunt
en que sea Util la herramienta matematica. Aditioeate, se enfatiza la necesidad de que los propios
alumnos justifiquen la validez de los procedimientgesultados que encuentren, mediante el usstee e
lenguaje.”

Nuevamente es una necesidad institucional, peablest de inicio que la validacion del
conocimiento matematico que sea formulada porllosrzos es una parte ineludible del
aprendizaje. Esta es una etapa forma parte detgwammpleto en la atribucion de significados
adecuados sobre las Matematicas.

La propuesta de trabajar la demostracion matem@ti¢as contextos escolares desde una
aproximacion pragmatica y a traves de procesosideonstruccion continua del conocimiento
matematico promueve, desde nuestro punto de lasi@smitificacion de la demostracion.
Ademas, planteado asi, este proceso de apren@enastiar se constituye en un proceso de
construccién del conocimiento matematico. Es detse plantean situaciones donde los
alumnos tienen que explorar e identificar propiedadvariantes, tienen que investigar ademas
sobre los conceptos y los procedimientos que @naiorno a éstos, y tienen que trabajar en
colaboracién con sus comparieros y con el profesta bUsqueda de soluciones. En resumen,
esto los lleva no sélo a construir una demostracidno validacion del conocimiento, sino a
construir el conocimiento que estan validando.

Todavia hay temas por investigar pendientes atospues —por ejemplo— se tienen que
revisar los procesos cognitivos involucrados alérproponer herramientas apropiadas para su
seguimiento en el desarrollo de los alumnos. Tam$ggtienen que considerar aspectos como
son los contextos institucional y social de losralos, asi como el uso de instrumentos y
representaciones utilizadas en el aprendizaje.

No obstante, consideramos que un trabajo de psi@tiede hacer que el tema del
aprendizaje de la demostracion se integre al pootesmo del aprendizaje matematico a lo
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largo del desarrollo académico del alumno (de uaaera longitudinal). Asi haria que perdiese
sentido el hecho de que la demostracion apareroea ua tema ajeno o independiente en los
curriculos escolares o atribuido a un cierto tipdeimas (como la Geometria), pudiéndose
trabajar también de manera transversal en los €uEsoefecto, el aprendizaje de la
demostracion no queda aislada, sino que aparece parte del proceso mismo de lo que se
llama “aprender Matematicas”.
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