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Resumen

Frecuentemente estudiantes universitarios encunedifiaultades para utilizar
apropiadamente las definiciones mateméticas, péatimente en la construccion de
demostraciones. Algunos programas académicos requige los estudiantes
desarrollen habilidades para construir demostrasiomatematicas que
intrinsecamente requieren del uso correcto deidifires. Poca investigacion (e.g.,
Dahlberg & Housman, 1997; Edwards & Ward, 2004 inlkdagado cémo los
estudiantes universitarios se conducen al enfremtzon definiciones matematicas
gue desconocen. La pregunta de interés a la pecgeaistigacion es: ¢ CoOmo usan
las definiciones los estudiantes universitariogtiaarmente en la elaboraciéon y
evaluacién de ejemplos, en la construccion de dawisnes y determinando la
falsedad o veracidad de proposiciones? Los dawseriuecolectados a través de
entrevistas semiestructuradas a 23 estudiantag@ssen un curso de transicion a la
demostracion. Se eligieron cinco definiciones: fnccontinuidad, ideal, grupo e
isomorfismo. Cada estudiante fue entrevistado samaedefinicién. Observaciones y
resultados preliminares son presentados a contéruac

Palabras clavedefinicibn matematica, demostracion, educaciétematica
universitaria.

Introduccién

El papel de las definiciones en matematicas essfmedtal. Tal afirmacion puede parecer
obvia y casi natural para matematicos, profesoresgyien esté familiarizado con la estructura y
el lenguaje de la matematica. Algunos profesorasempemente esperamos que los estudiantes
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sean capaces de entender las definiciones y proesdences a hacer uso de ellas (Alcock,
2010). Sin embargo,

"Muchos estudiantes no utilizan las definicionesad®rma en que lo hacen los
matematicos, incluso cuando pueden expresar yoaxmglorrectamente las definiciones;
muchos estudiantes no utilizan definiciones dedaera que hacen los matematicos,
incluso en la aparente ausencia de cualquier atsmale accién" (Edwards & Ward,
2004).

Este estudio tiene el objetivo de encontrar infaidgrasobre como los estudiantes de
universidad proceden cuando se enfrentan a nupaes €llos) definiciones mateméaticas. He
reducido las preguntas de investigacion a las anges:

* ¢ Como es que los estudiantes usan las definicirnatsmmaticas nuevas para ellos? ¢ Cuales
son sus reacciones naturales?

« ¢ Qué contribuye a sus dificultades con el desengpaelicontenido y el uso de
definiciones matematicas abstractas?

» ¢Cbmo utilizan una definicion en tres escenaritesehtes: generacion y evaluacion de
ejemplos, construccion de demostraciones y erzeheamiento de preguntas del tipo
verdadero/falso?

Esta investigacion se desarrolla dentro del ent@mrarco tedrico y de investigacién) de un
experimento desarrollado por Selden y Selden (12838, 2009) para la ensefianza de un curso
de transicion a la demostracion para estudiantededor del segundo afio de universidad con
diferentes perfiles, tales como matematicos, ireggesiy futuros maestros de secundaria y
preparatoria. El experimento es una versiéon mauificdel conocido método Moore,
implementado inicialmente, por su creador, pafari@acion de matematicos. El método Moore
es un método constructivista utilizado especialmeatra mejorar las habilidades del estudiante
para construir demostraciones. El curso consisliexsea cabo en base a un conjunto de notas
disefiadas para que el estudiante desarrolle hadbdgdrequeridas en cursos de matematicas
avanzadas. No hay libro ni clase tradicional. Eidiante escribe sus demostraciones, se le
ofrece critica y retroalimentacion en grupo e ifdlialmente. Dentro de tal marco tedrico, esta
investigacion se concentra particularmente en e paferente a las interpretaciones operables
de proposiciones, concepto muy similar al de ‘defimes operables’ introducido por Bills y
Talls (1998), y las representaciones formalesa@nméles de un enunciado matematico. Mas
especificamente en el rol que juegan las definegsan las construccion de las demostraciones
matematicas.

Antecedentes

Varias investigaciones han revelado que los esiteigresentan una variedad de
dificultades para comprender y utilizar las defomes (Furina, 1994; Zazkis y Leikin, 2008;
Fernandez, 2004; Roh, 2008), muchas de los cuatiréanm ser atribuidas a la "estructura de la
matematica como es concebida por los matematicosraparacion con los procesos cognitivos
implicados en la adquisicién de conceptos "(Vindé&Q1). Pierie y Kieren (1994) desarrollaron
un modelo anidado de entendimiento. Su teoria sigige la comprensién no siempre es un

! Traduccion del inglés “unpacking”. Término utilidmpor Selden y Selden (1995) para referirse a la
comprension de los detalles implicitos, a vecesao@sariamente visibles, en un enunciado matematico
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proceso lineal o continuo, sino que quienes trdeaaprender se mueven hacia adelante y hacia
atras dentro de diversos niveles de comprensidniritentos iniciales de los estudiantes para
entender un nuevo concepto requieren de repregamtacy acciones que involucran el
concepto, luego el préximo nivel de desarrollo ls@imagenes de las representaciones y/o
acciones anteriores para refinarlas y mas tardépularias. Mas adelante, un proceso mas
analitico comienza, los estudiantes examinan yizamalas propiedades del concepto a
formalizar y generan nuevas estructuras que lesifgr hacer un uso correcto del concepto
(Pierie y Kieren, 1994).

De acuerdo con Tall (1980),

"la imagen del concepto es considerada como laatsta cognitiva que consiste de la
imagen mental y las propiedades y procesos asac@moel concepto ... muy distinta de
la definicién del concepto, que es la forma delpak utilizadas para describir el
concepto”.

El desajuste entre la imagen del concepto desadmfpor un individuo y las implicaciones
reales de la definicion del concepto a menudo comdwbsticulos en el aprendizaje. El trabajo
de varios investigadores lo ha confirmado (Alcockignpson, 2002a, 2002b; Wihelmi, Godino
y Lacasta, 2007; Zaslavsky y Shir, 2005).

Parameswaran (2010) se ha ocupado de como los atatesnse acercan nuevas
definiciones; su investigacion muestra que los pjemy los no ejemplos juegan un papel muy
importante en el proceso de aprendizaje de unaandefinicion. Sin embargo, a los estudiantes
no se les pide con frecuencia generar ejemplasalgor parte del tiempo se les proporciona un
ejemplo préactico o una ilustracion (Reimann y SgHi896; Watson & Mason, 2002). Tampoco
es frecuente que los estudiantes discutan y andaamazon por la que un ejemplo propuesto es
en realidad un ejemplo o un no ejemplo.

" La relacién entre los ejemplos, la pedagogiagpeéndizaje ha sido poco investigado,
pero se sabe que los alumnos pueden hacer geaei@ties inadecuadas de conjuntos de
ejemplos dados" (Bills, Dreyfus, Mason, Tsamir, ¥éaty Zaslavsky, 2006).

Watson y Mason introdujeron el concepto de ‘espdeiejemplos’ como el conjunto de
ejemplos desarrollados de acuerdo a la experi@neiaa y en torno a lograr determinado
objetivo (Watson & Mason, 2005). Zazkis y Leikifd(®) observaron la distincion entre
ejemplos de conceptos matematicos y ejemplos aegimientos matematicos; mi
investigacion se enfoca Unicamente en el primer tip

Aunque hay algunos estudios que abordan el usasd#efiniciones en la construccion de
las demostraciones tanto de estudiantes como agemnaatos, parece haber mucho méas que
investigar en relacion a la percepcion de las dgfines matematicas por los estudiantes, en
especial tratando de describir las competenciassagias para que puedan hacer un uso correcto
de tales definiciones.

Metodologia

Para abordar y posiblemente ofrecer respuestaprdgsantas de investigacion, se
disefaron y se llevaron a cabo una serie de estasvsemiestructuradas con estudiantes
voluntarios que tomaban el curso de transiciondetaostracion durante el otofio de 2013 en
una universidad del suroeste de los Estados Undieldsnérica. El protocolo de la entrevista fue
disefiado para cada una de las cinco definicionescégnadas, para todas las entrevistas segui el
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mismo formato. Tales definiciones fueron: funciéontinuidad, ideal, isomorfismo y grupo.
Esta coleccion de definiciones abarca los contenidola mayor parte del curso. Entrevisté a 23
estudiantes, quienes conformaban casi el totalgledtudiantes inscritos en la clase. Las
entrevistas se llevaron a cabo de forma indiviénalna pequefia sala de reuniones. Cada grupo
de cuatro o cinco estudiantes fue entrevistadoxapemlamente dos semanas antes de que la
definicion particular fuera vista en el curso. tasversaciones durante la entrevista fueron
grabadas en audio y los estudiantes utilizarorpluraa electronica LiveScribe, esto con el fin
de luego ser poder de seguir sus respuestas guotieal. La pluma electronica funciona a
través de una pequefa camara que documenta lo este@diante escribe al tiempo que lo hace.
Se requiere de un papel especial que posee lagardsticas necesarias para ser leido por la
pluma y esta sea capaz de transformar lo que gbeesa un archivo electrénico que luego
puede ser trascrito al texto y analizarse con mdgtalle.

En base a mis intereses de investigacion y copaicade la literatura existente, quise que
las entrevistas abordaran los siguientes cuatrtopymmincipales. En primer lugar, quise que los
a alumnos se les presentara con una definiciopnooera vez, es decir, que fueran
entrevistados sobre una definicion que todavieernwubiese visto en clase. En segundo lugar,
decidi poner a prueba su capacidad para interpeeti&finicion, asi que pedi a los participantes
explicar la definicion en sus propias palabrasgganalgunos ejemplos que podrian ilustrar la
definicion, o hablar de lo que fuese que la deffimdrajera a su mente. En tercer lugar, deseaba
encontrar informacién sobre su capacidad para heseede la definicidn en la construccion de
una demostracion que no requiriese mas que laiciéfiren si. Y en cuarto lugar, estaba
interesada en analizar la forma en que puedenaasobre los enunciados del tipo
falso/verdadero que, de la misma manera, requigrezamente la definicion para ser
determinado su valor de verdad. Estos cuatro pdagwen abordados a traves del disefio de
cinco paginas. Presenté una pagina tras otraestadiantes en una entrevista que en promedio
tomo entre 60 y 90 minutos. Este disefio fue indpikn parte por el trabajo de Dahlberg y
Housman (1997) y la labor de Housman y Porter (2003

A los estudiantes también se les permitio util&aes notas del curso durante la entrevista,
asi como todas las paginas dadas durante la esterevisma. Mi papel durante la ensefianza del
curso, en el cual se lleva a cabo mi investigaciorera el de profesor titular sino el de un
asistente, por lo que mi interaccion con los pigdittes durante las entrevistas fue, hasta cierto
punto, natural y de confianza. Mas que como un@esta la sesion podria ser vista como una
conversacion sobre una definicibn matematica eticpar. Traté de seguir con atencion los
posibles caminos divergentes tomados por los pzatites.

El primer andlisis de los datos se llevo a cabeeteio en cuenta cada una de las cinco
definiciones por separado. Me concentré en sélaefiaicion a la vez, el analisis de todos los
datos obtenidos de las cinco péaginas para lasoccoatnco respectivos estudiantes que fueron
entrevistados sobre una dada definicion. El segandbsis se hizo de acuerdo al nUmero de
pagina. Analicé el comportamiento general en téampaginas, considerando en cada niamero
de pagina a todos los participantes, independiesrtarde la definicion.

Resultados preliminares y conclusiones

Algunos resultados que han surgido de los an&@isifirman cuan intransigente puede ser
nuestro conocimiento previo cuando se trata de cemaer nuevas definiciones. Tal
conocimiento puede aparentemente influir de unaenaamo necesariamente beneficiosa, a la
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adquisicion de nuevos conceptos. He encontrad@eeid que sugiere que entre mas nueva es la
definicion para el estudiante, y menos relacior@mael lenguaje cotidiano, menor sera la
interferencia de los conocimientos previos ina@dps. Funcion y continuidad, por ejemplo,
estan relacionados con el Célculo y el Algebras@daomadas anteriormente), mientras que las
definiciones de ideal e isomorfismo no trajerorgdim conocimiento matematico previo a la
mente, por lo que los estudiantes se mostrarortenases en interesados en seguir la definicion
al pie de la letra. Curiosamente, el concepto dp@trajo a la memoria el uso cotidiano de esta
palabra, un estudiante comento que bastaba solates®r dos 0 mas elementos para tener un
grupo.

También he podido observar que los estudianteddiea descuidar los detalles de una
definicién, si no es que la definicion completaJaoonstruccion de una demostracion. Saltan
palabras o simbolos que no parecen decirles ngutatiamte. No se muestran plenamente
conscientes de que estos detalles se proporcimramp importante razén. Muy pocos de ellos
se esforzaron por seguir lo dicho en la definicidtra observacion es que los estudiantes se
mostraron reacios a proporcionar ejemplos de ufiaidén nueva, pero al indagar, el
investigador, con paciencia y proporcionando uropués de tiempo, los estudiantes a menudo
fueron capaces de proporcionar un ejemplo o al mdaalarse cuenta de que su ejemplo o sus
ideas eran inapropiadas. Tales observaciones sugiee entre mas nuevo es el concepto (para
ellos), mas dificil es proporcionar ejemplos quéstecen la definicion o ejemplos que no la
satisfacen; pero a la misma vez entre mas nuegbaesicepto menor es la interferencia de los
conocimientos previos inapropiados.

Otro de los comportamientos que he tratado de dectanes que tan natural es para los
estudiantes pensar y generar ejemplos inmediatardespués de una definicién dada sin que tal
instruccion les sea dada. De los 23 participanmesst investigacion solo nueve trataron de
generar un ejemplo sin que les haya sido requdfsto. sugiere que generar ejemplos parece ser
un proceso al que los estudiantes no estan acostdod) a pesar de que muchos suelen
comentar que es a través de ejemplos que lograpreager mejor un concepto. Es decir,
usualmente se requiere de ejemplos para comprargjer una definicion, pero intentar generar
ejemplos uno mismo parece no ser tan usual.

En base a éstas y algunas otras observacionesdeal@do una conjetura preliminar
sobre las diferentes etapas por las que un estagiasa, o deberia pasar, con el fin de aprender
a utilizar correctamente las definiciones materaéten un contexto determinado. He encontrado
evidencia para cada una de las siguientes cuapast

1) Entender que existe una diferencia entre las d&fimes cotidianas y las definiciones
matematicas (como Edwards y Ward (2004) sugiefdguinos estudiantes se muestran
capaces de reconocer la importancia de la defmigibmatematicas y su diferencia
respecto a las definiciones en la vida diaria, p€iasi encuentran complicado hacer uso
de ellas. Algunos tratan de mezclar los conceptatemmaticos con objetos o elementos que
les son familiares. Cabe mencionar que algunosliesties no hacen tal distincion, tales
estudiantes son considerados en la etapa O.

2) Entender cuando y dénde utilizar definiciones matéras. Algunos estudiantes
comprenden que la definicion tiene sentido dengrardparticular contexto y es en éste
donde debe utilizarse de la manera en que la diéfimio establece.
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3) Recordar, buscar, y tratar de usar/seguir las idefires, no necesariamente con éxito. Una
vez que el estudiante ha comprendido el contexttraléel cual una definicién es
relevante, intenta hacer uso de la definicion ctah@apegandose lo méas posible a ella.
Esto no necesariamente implica que el estudiaryi@ ddquirido la habilidad de hacerlo
correctamente, pero al menos ha logrado compréad®aportancia de considerar los
detalles que la definicidn plantea.

4) Utilizar la definicion apropiadamente (en el contestado). En esta etapa en la que el
estudiante hace uso de la definicion correctamestdgecir, se considera que el estudiante
ha pasado por las etapas anteriores y es capaza®rcer si un objeto satisface o no la
definicion.

Perspectivas

En base al desarrollo y los resultados prelimindeessta investigacion considero el disefio
de una intervencion didactica en la cual sea posidificar la conjetura planteada en la seccion
anterior. De igual forma las observaciones redistsehan tenido considerable impacto en el
disefio del curso de transicion a la demostracicihodele fue tomada la informacion de la
presente investigacion. En conjunto con los protssque imparten este curso consideramos
implementar algunos nuevos métodos basados eprgsoctamientos observados en los
estudiantes. Deseamos también que nuestras ohiseesy resultados informen a docentes e
investigadores que comparten nuestro afan de esttemgjor la problematica que presentan los
estudiantes principiantes en procesos de la deact®trmatematica.
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