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Resumo

A relevancia de se aprender significado das eqeag@mplamente reconhecida e,
no entanto, o tratamento desse conceito desafieofsssores do ensino fundamental
devido a sua inerente complexidade e correlatesctdgudes cognitivas exigidas dos
alunos. Algumas pesquisas sobre o assunto fornieckeadores daquilo que se
pode esperar dos aprendizes; outras identificaratégias adotadas por professores
no esforgo de trabalhar o conceito. Nesta ofiadeagnvolvemos uma proposta
original de abordagem das equacfes a partir damgadlo do principio da alavanca
associado a balanca de pratos. Nos trabalhosgsats participantes poderao
verificar como a proposta é apresentada aos esasd&@erao exibidos episodios de
um experimento registrado em video com alunos dmeriundamental. Os
participantes serdo convidados a analisar coletwéentais episodios e avaliar
eventuais avancos e questdes associados a prdjp#iaa apresentada.

Palavras chavealgebra, ensino de equactes, formacéo de proéssdmalanca de
pratos e equacgoes.

Questdes associadas ao ensino de equacgdes

A proposta desta oficina foi formulada a partinude trabalho de pesquisa que envolve
professores do ensino fundamental do municipioute Branco, MG, Brasil. Esse grupo vem
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estudando e experimentando metodologias para ncedsiciéncias e matematica com o intuito
de obter um aprimoramento de seu trabalho. O grgroposto por quatro profissionais, reine-
se semanalmente e desenvolve planejamentos condermeressidades apresentadas por cada
participante. As aulas sdo compartilhadas por aloisais professores e séo registradas em
video para posteriores analises. Aqui sera apred@nima analise sucinta de questdes relativas
ao ensino de equacdes e, posteriormente, serdidessama metodologia proposta pelo grupo e
ja experimentada em duas ocasifes, uma em 201iBaeemn 2014, ambas envolvendo, de cada
vez, uma turma de estudantes do sétimo ano doosfusidamental.

Pode-se observar, em artigos separados no tempoemmconsenso entre 0s
pesquisadores quando reconhecem a necessidadeala@eender as equacgdes para o
desenvolvimento da aprendizagem da algebra em (@erdere, por exemplo, Steinberg,
Sleeman e Ktorza, 1990; MacGregor & Stacey, 1¥9untley et al., 2007, Rittle-Johson et al.,
2011, Andrews & Sayers, 2012). Todavia, a tarefamsinar equacdes, ou prover acesso aos
fundamentos da algebra, apresenta uma seérie ditodesaequer o desenvolvimento de
competéncias especificas por parte dos profesdongsrta que, durante o planejamento da acao
didatica, sejam levados em conta, por exemplocéspeo desenvolvimento cognitivo dos
alunos e o que se pode esperar deles tendo-se i@ sn@ faixa etaria e desenvolvimentos
curriculares anteriores.

Importa também que o meio cultural de origem dosas seja considerado no
planejamento, uma vez que, para alguns, a assoadagiagens abstratas a expressoes
algébricas pode ser bem mais facil do que par@®uim alguns casos, por exemplo, a imagem
de uma balanca de pratos pode ser facilmente ex@oeaw 0 objetivo de se compreender como o
sinal de igualdade pode estar associado ao eguitfrbalanca. Acréscimos ou retiradas de
pesos de um prato tém de ser compensados poriawésu retiradas iguais do outro prato.
Andrews & Sayers (2012), por exemplo, conduzem stud® no qual acompanham trés
professores de paises diferentes enquanto enssprimeeiras licdes sobre equacdes: na
Finlandia, na Bélgica e na Hungria. Em todos esasgs, faz-se menc¢ao explicita a metafora da
balanca e em nenhum deles a balanca como objeiputé@rel entra em cena.

Aqueles autores nao discutem efeitos, nos alussscedos a evocacdo da imagem da
balanca. No entanto, é preciso questionar a edatié da utilizacdo de tal imagem
especialmente quando a cultura de origem dos atends a facilitar a aprendizagem pela
manipulacdo de objetos. E esse nosso caso, untueatesenvolvemos trabalhos com alunos
oriundos de populagcdes de camadas socialmentevdestadas. O grupo de professores foi
unanime em reconhecer a necessidade de se prapareins alunos oportunidades de
manipulacdo de objetos nas aulas de matematiciabmlho com equagdes, considerou-se que a
evocacao da balanca como simples imagem nao sedatva. Tal percep¢do advém da pratica
profissional. A titulo de exemplo, a professora goreduziu o trabalho sobre equagdes relatou
gue, ao falar para seus alunos do oitavo ano docefismmdamental sobre semelhancas entre
manipulacdes nas equacoes e tratamento de peduaama de pratos, nenhum deles soube
reconhecer a que a professora estava se refe@otdudo, a imagem da balanca havia sido
evocada no ano anterior como parte da abordager sqbacdes nas aulas de matematica.

A partir desse posicionamento dos professorestatonsse a necessidade de se
experimentar metodicamente uma atividade com angalde pratos associada ao ensino de
equacoes e verificar o que poderia ser obtido @ pi@ssa atividade. Mais adiante serdo
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apresentados e comentados alguns tépicos do exgredmealizado. Antes porém seréao
mencionados aspectos do desenvolvimento cognitigadjeitos enquanto aprendem o conceito
de equagédo, como podem ser encontrados na lite@tadémica.

Desafios cognitivos para aquisi¢cao do conceito dguacao

Basicamente séo de quatro ordens os desafios mognijue precisam ser superados para
uma compreensdo mais profunda do conceito de eg@apdrews & Sayers, 2012): expandir 0
significado do sinal de igualdade, distinguir ediescaritméticas de equacdes algebricas,
associar equacdes a modelagem de problemas codoend®minar maneiras de conferir
resultados obtidos.

Em fases preliminares da aprendizagem, o singjutddade tende a ser interpretado com
0 mesmo significado que Ihe € atribuido na execdeaaperagdes, ou seja, como uma indicacao
para que se realize a operacdo que se encontjaer@és. Warren & Cooper (2005) indicam
guatro interpretacdes usuais: o sinal de igualdad®e resultado de uma operacédo, como
indicacdo de igualdade entre quantidades (5-1 }; @edno afirmacéo de que algo é verdadeiro
para todos valores de uma ou mais variaveis (X y x) e como a afirmativa que associa um
valor a uma nova variavel (a + b = c¢). Parece nalpé@ntdo, aceitar a ideia de que essa
diversidade de significados para 0 mesmo sinalcsajguistada gradativamente pelos
aprendizes.

Equacdes aritméticas sdo aquelas em que o numssordeecido (a variavel) aparece em
apenas um lado da igualdade. Nesse caso, operagiizadas apenas com numeros permitem
gue se descubra o valor da variavel. Nas equat@@zi@as, a variavel aparece em ambos os
lados da igualdade. Isso exige que se manipulei@elpara que a solucéo seja encontrada. A
variavel tem de ser reconhecida pelos aprendizes cona entidade matematica, o que constitui
uma exigéncia de desenvolvimento cognitivo. Pesgoies debatem dificuldades encontradas
na compreensao de equacdes algébricas: tais ddides$ deveriam ser interpretadas como sinais
de obstaculos cognitivos (posi¢ao prevalecentaaddgor Christou & Vosniadou, 2012, por
exemplo) ou surgiriam devido a lacunas no propmgire® oferecido pelos professores (posicéo
de Filloy & Rojano, 1989).

A aprendizagem de equacgOes supde dois aspectaejmadentes — a manipulacéo de
simbolos e a atribuicdo de significados a essdsadasr Os significados dependem de
associacoes entre situacdes contextualizadaspeeseatacdo matematica de problemas
associados a essas situagdes. Assim, a modelagem pi@blema requer que o aprendiz
compreenda como simbolos algébricos representanestes constituintes desse problema e
podem conduzir a sua solugdo. A solucéo, por sy teepende da manipulacdo adequada dos
simbolos; dai a interdependéncia dos dois aspectos.

Quanto a conferéncia de resultados obtidos, ao mémmpo em que é reconhecidamente
necessaria, os pesquisadores, de uma maneiraggrstatam uma grande dificuldade em
estimular os estudantes a adquirirem essa pré#ticdréws & Sayers, 2012, p. 478).

A metodologia desenvolvida para a apresentacaonlmedo de equacéo levou em conta
os desafios acima apresentados e sera apresentaggeir.
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Principio da alavanca, balanca de pratos e desenvohento de registros

Prés e contras a utilizacdo da balanca de pratessino inicial de equacdes sao
discutidos na literatura académica (confere em é&ndr& Sayers, 2012, p.479). Ha os que
defendem a balanca como metafora bastante proxasmedliacdes, dada a necessidade de
equilibrio entre os dois pratos, os quais represeamh os dois lados da equacao. Ha também os
gue criticam a utilizacdo desse recurso sob alegae&jue balancas de prato ndo sdo mais parte
do cotidiano dos alunos, hoje mais acostumadosbabamcas eletrbnicas. Alega-se, também,
gue as balancas de pratos ndo permitem investigaoiee nimeros negativos. Ha que se
considerar ainda que, como foi mencionado acim@epoimento da professora, se ha a
pretensédo de que os alunos associem a ideia dputeg@io das equacdes com a imagem da
obtencé&o do equilibrio em balancas de prato, essiacao pode facilmente se perder na
memodria, especialmente quando as balancas apaagesras virtualmente.

O grupo de trabalho que experimentou a utilizagibadanca como recurso tomou como
principio a necessidade de se levar balancaspagisa sala de aula em vez de apenas se fazer
mencdes a elas. Além disso, decidiu-se pela caidsirde uma balanca com 4 ganchos para
fixacdo de pesos de cada lado da haste. Foramzidodiconjuntos de 16 pesos de madeira. O
nome mais adequado seria “massas de madeira”, paéamente usa-se o termo “peso”
guando seria mais correto usar o termo “massa’a@agoo recebeu, além de uma balanca, um
conjunto de pesos em 4 tamanhos diferentes, comdeptes a 4 massas com quantidades
proporcionais a 1, 2, 3 e 4 (figura 1 e detalhesaestrucdo no anexo 1).

e wim

i 2 - 2 2
.88 e

Figura 1. A balanca e os pesos.

Os ganchos foram fixados em distancias ao centhask® proporcionaisa 1, 2, 3 e 4.
Com isso, ampliaram-se as possibilidades de waizala balanga como recurso. Nas balancas
convencionais, o equilibrio é afetado apenas & plag massas depositadas em cada prato.
Nessa outra balanca, duas grandezas passam aamiue equilibrio: o peso e a posi¢do na qual
ele é aplicado. Entdo, considerando como A e Baasl da haste, “p” como peso e “d” como a
distancia do ponto de aplicacédo do peso ao ceathasite, o equilibrio acontece quando o
somatorio da multiplicacdo p x d todos os pesosdis no lado A é igual ao mesmo somatoério
aplicado no lado B. Isso decorre da aplicacaoalutetprincipio da alavanca: a tendéncia a
rotacdo da haste em qualquer sentido (qQue podesiassociar ao conceito de torque) &
controlada pela aplicacéo das forcas (pesos) éade:cada forca depende da distancia entre
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seu ponto de aplicacéo e o ponto de apoio da haste.

N&o é necessario que os alunos compreendam osvientizs fisicos que subjazem a
situacao de equilibrio a balanca. Devidamente gsipela professora, eles sdo capazes de
verificar experimentalmente que a condi¢céo de #ayiolndo depende somente da colocacgéo de
pesos em cada lado da haste, mas que também mganghal se dependura o peso tem
influéncia nesse equilibrio. A atividade com alusopde, portanto, a producao de desafios com
0 objetivo de fazé-los compreender essa dupla dépera para estabelecimento da condicao de
equilibrio. E possivel, por exemplo, lancar desafiomo: equilibrar o peso 1 de um lado da
haste com o peso 4 do outro lado da haste. Aind&egja por meio de uma série de tentativas, 0s
alunos acabam verificando que o equilibrio se etab quando o peso 1 € aplicado a posi¢ao 4
e, inversamente, o peso 4 é aplicado a posicacoltdo lado da haste (figura 2).

Figura 2 O principio da alavanca verificado de maneira paati

A condicéo de equilibrio formalmente expressa mateensinada pela professora no
momento em que ela considerar apropriado. Quakjumcao obtida na balanca pode ser
expressa por meio de um desenho no qual as quiadrfepresentam as posi¢des nas quais 0s
pesos sao colocados e 0s numeros representamosscpicados nessas posicées. Uma barra
colocada entre as quadriculas representa a sepala¢é@ste em dois bracos (figura 3).

4 3 2 1 1 2 3 4
4 e 1

Figura 3. Representacdo de uma situacao de equilibrio nadzala

Essa representacéo pode evoluir para desafiogjuais o aluno deve encontrar o valor de
um peso desconhecido, como na figura 4.

4 3 2 1 1 2 3 4
2 BRE

Figura 4.Representa¢do de um desafio.

Os desafios vao evoluindo com graus de dificuldzaia vez maiores. Podem ser
apresentadas condi¢des nas quais valores intéicoparmitem obter o equilibrio, o que conduz
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a solucédo por decimais. A representacao da bafoumse ampliar, aumentando-se o niumero de
guadriculas de cada lado, agora representandochalgoe teriam mais de 4 ganchos. Uma outra
evolucdo no grau de dificuldade consiste em seyaindesafios com variaveis em ambos 0s
lados da representacdo da haste. Todos esseodedaim espaco para que se apresentem aos
alunos oportunidades de aprender como resolvecégsaritméticas bem como equacoes
algébricas. Em determinado momento, essa repregentai sendo substituida pela
representacao algébrica convencional. Um casapkmtimente interessante corresponde a
introducdo de numeros negativos em desafios cotaoegmesentado na figura 5.

4 3 2 1 7 1 2 3 4
vl (2| | ||

Figura 5. Introducdo do nimero negativo em um desafio.

Em um caso como esse evidencia-se o fato de qureimgpeso até entdo conhecido,
mesmo que repartido em partes menores, pode resoliesafio. No entanto, é possivel discutir
duas solucgdes. A primeira, mais facil de ser vigadh corresponde a ideia de se imaginar que
peso poderia ser colocado na posicao 2 do ladibaddt@ balanca e que produziria o equilibrio.
Entdo, o sinal negativo ganha um significado: miice que o numero a ser substituido pela letra
“y” provocaria o equilibrio representando um pestmcado do outro lado da haste. Em uma
solucédo alternativa, 0 nimero a substituir o “yliggleria a uma forca que promoveria o
equilibrio da balanca. A diferenca entre essa ferggpeso dos toquinhos de madeira se da pelo
fato de que essa forca teria de ser aplicada rimlsarontrario ao peso, ou seja, na vertical
apontando para cima. Essa percepcédo mostra-se hsnecomplexa do que a primeira
alternativa. De todo jeito, essa situag¢do promayficados para o nUmero negativo, o que
contraria criticas enderecadas a utilizacao danbaleomo recurso para se aprender a solucionar
equacoes.

As situacdes ilustradas acima permitem que se exptom os alunos significados para o
conceito de equacgdo, assim como alternativas de&wte situacdes diversificadas, com
introducédo de solugcbes baseadas em niumeros detiemisomo de outras baseadas em
numeros negativos. Apesar de se verificar quegdfsmcom a balanca podem ser propostas em
enredos de problemas, ha que se reconhecer qué agseas um comeco para se enfrentar o
desafio de trabalhar a modelagem de problemassificados com representacdes algébricas.
Esse assunto ndo serd plenamente explorado nestem@acao porque exige um trabalho de
maior duracao que o tempo de uma oficina.

A ideia de desenvolver a oficina aqui proposta sbasbasicamente em apresentar aos
participantes oportunidades de compreender a piapegerimentar situacdes com balancas,
propor atividades e observar alguns episédios ddeog de aulas efetivamente lecionadas com
utilizacdo desse recurso.

Metodologia da oficina
1. Apresentacéo inicial dos desafios enfrentadasdm se ensina equacoes.

2. Exploracado da balanca e suas possibilidadeseipio da alavanca envolvido na balanca e
em outros mecanismos.
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3. Desenvolvimento de registros.

4. Convite aos participantes no sentido de propsafibs relacionados a utilizacdo da balanca
e 0 ensino de equacoes.

5. Mostra de video com episodios de sala de aula.

6. Avaliacdo da viabilidade de desenvolvimento @tatiologias semelhantes conforme as
realidades conhecidas pelos participantes da aficin
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Apéndice A
Construcdo da balanca de pratos e exemplos de pdskilades de exploracéo

A balanca de pratos aqui sugerida tem 4 ganchoadkelado da haste e € acompanhada de
16 toquinhos (pesos) em 4 massas diferentes.

Material para construgao:
1. Pecas de madeira todas de 1,5 cm de espessura:
uma base retangular de 12,0 cm x 20,0 cin -
um triangulo isosceles de 20,0 cm de base e 25@ecafiura B
um trapézio de base maior 23,5 cm; base menor@&altara 4 cm €
uma haste de 50,0 cm de comprimento e 2,0 cmmdgiréa -D

2. Um cilindro de madeira, como, por exemplo, utmocde vassoura, para construcao dos
toquinhos.

3. Ganchos para fixacao de toquinhos (pitdes): 26

Depois da montagem das pecas a balanca fica ceasggstcto:

Figura 1. Aspecto da balanca depois de construida.

Raramente a madeira apresenta uma densidade hogao§@de se esperar que, depois de
pronta, a haste fique inclinada para um dos ladqweoblema pode ser corrigido com um
contrapeso, o qual pode ser uma goma elastica aditaradesiva. O contrapeso deve ser usado
para equilibrar a haste, quando presa a balanga @snhum peso. Esse contrapeso nunca é
retirado. Na figura 2, esta representado em rosa.

L3 |

[ ; .

i O ' i | o ) o Y
6cm 6om 6om 6 cm
Figura 2.Distancia entre os pitdes e contrapeso.
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A distancia de 6cm que separa 0s ganchos é aperaasugestdo. Importa que a distancia
seja rigorosamente a mesma entre cada par de gancho
Os toquinhos séao 16, em 4 tamanhos e 4 massas:

o

Figura 3 As massas que compdem o conjunto.

As medidas das massas devem ser rigorosas e @da®kntre elas séo as seguintes:

= @ = s ale e = T T
T2 D ' oy
Figura 4. Relacdes entre as massas.

Para calibrar as massas, pode-se prender dois degméstico iguais, um de cada lado da
balanca, e colocar os toquinhos que se quer catleraro desses copos. Deve-se iniciar pelos
toquinhos menores: equilibrar um por um até que massas se igualem. Para igualar as
massas, pode-se usar pequenos pedacos de pregsgrépieposteriormente, fixados ao toquinho
gue se que aumentar a massa; ou pode-se lixarquimb® quando se deseja diminuir sua
massa.

Figura 5 Calibracdo dos toquinhos.
Utilizacao
Esta balanca pode ser utilizada de diversas mané&ixéste uma relacdo matematica que

estabelece condi¢gbes para o equilibrio, envolvgredos e suas posicdes. Essa relacdo pode ser
colocada no final de um processo, o qual podeisiairtom desafios do tipo:

1. Equilibre a balanca, colocando os toquinhosssgr@s no lado direito:
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Figura 6. Desafios — exemplo 1.
2. Equilibre o toquinho maior e o toquinho menan, de cada lado da balanca.

Figura 7. Desafios — exemplo 2.
Relacdo matematica entre pesos e posi¢cdes no edpid

Para expressar a relacdo matematica, podemos @snsasos e as posicdes numerados
como na figura 8.

Figura 8 Numeracao dos pesos e das posi¢cdes na haste.
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O equilibrio sera atingido se o somatorio das plitacdes dos pesos pelas suas
respectivas posi¢cdes em cada lado for o mesmdidéerlo a figura 9, por exemplo, esse
somatorio se expressa assim:

Do lado esquerdo temos:

Peso4 naposicdol 4-1=4; Peso 1 na posigéde,21- 2 = 2;

Peso2naposicdo3 2-3=6 e Peso3naposicdo43-4=12

Somando os resultados das multiplicagbes: 4 + 2 45 = 24

Do lado direito temos:

Peso 4 naposicdo2 4-2=8 e Peso4naposicdo-4=16.

Somando os resultados das multiplicacbes: 8 +24. Portanto, a balanca ficara
equilibrada nessas condicoes.

Figura 9. Exemplo de equilibrio com varios pesos.
Representacao grafica das condi¢des da balanca

A situacao da balanca na configurada como na figyade ser representada por meio de
um diagrama como este da figura 10:

[4]1 31 f2] [a1 {31 [2] [3]1 [4]
3 | 2 [ 1| 4 4 4

Figura 10 Representacao gréafica de pesos e posicoes.

Uma vez que os usuarios compreendam a l6gica deggama, podem ser desafiados a
resolver um diagrama qualquer antes de conferg bijpgteses na balanca, como no exemplo
que segue:

Indique o0s pesos e as posi¢cdes que devem ser dofooa lado direito para equilibrar a
balanca conforme o diagrama da figura 11. Reswwdiagrama e, depois, teste suas hipoteses
na balanca.
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4] [31 [21 11 [1] [2] [3] [4]
1 | 3 4

Figura 11 Diagrama propondo um desafio.

Esses desafios podem ser enfrentados mesmo astaswdios conhecerem a relacao
matematica explicitada acima. Além disso, depoisedacostumarem com essa representacao,
podem enfrentar desafios de uma balanca “virtealty mais pesos e mais posicoes. Este seria
um exemplo:

Indique os pesos e as posicoes que devem ser dotooa lado direito para equilibrar a
balanca representada na figura 12.
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Figura 12 Representacdo de balanga com 6 ganchos de daddddaste.
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