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Resumen

A pesar de que al concepto de funcion se lo incluye desde los primeros afios de
escolaridad en el curriculo de matematica, y de que se implementan en el aula
variadas actividades para trabajarlo, distintas investigaciones en educacion
matematica y los profesores de secundaria lo distinguen como una nocion compleja.
Presentamos una propuesta para trabajar el concepto de funcion y sus diferentes
representaciones utilizando GeoGebra. El uso de las TIC plantea un reto para los
profesores de matematica en el disefio de tareas que no signifiquen hacer lo mismo
con el afadido de las tecnologias o simplemente convertir el contenido para encajar
en las mismas. Las tareas presentadas responden a ese desafio y pretende acercar a
los futuros profesores a un uso reflexivo de las TIC donde la necesidad de validar las
conjeturas halladas con un software sea un eslabon necesario para el desarrollo del
pensamiento matematico.

Palabras clavefuncion, representacion, decisiones didacticas, conjeturas con
GeoGebra, formacion.

Introduccién

A pesar de que al concepto de funcion se lo incluye desde los primeros afios de escolaridad
en el curriculo de matematica, y de que se implementan, en el aula, variadas actividades para
trabajar dicho concepto, el profesor de matematica lo distingue como una nocidon compleja. Una
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de las dificultades mas notorias que ponen de ieatoflos alumnos al trabajar el concepto de
funcion es la de reconocer y comprender la relage@dependencia entre variables.

Hoy existen software que permiten hallar la ecuad® funciones a partir de un grafico,
calcular valores de sus variables y hasta reselgggmas que las incluyan. Pero sabemos que si
bien los cambios de escenarios tradicionales defi@anga son necesarios, el desafio es generar
propuestas de trabajo que vayan mas alla de urpteeordel |4piz y papel por comandos en un
sistema computacional ya que el introducir algwzaigntes no es razon suficiente para esperar
mejoras en el aprendizaje.

Sadovsky (2014) manifiesta que es necesario quaulamos puedan poner a prueba lo
gue aprenden, que puedan validar lo que hacen {eqgan oportunidad de corregir su propia
produccién. Destaca que interesan las condicioagsatiuccion y que una de las cosas a
fortalecer es la idea de que el conocimiento i@ resolver cosas, para pensar cosas, para
poder contrastar soluciones y alternativas.

Creemos entonces que el desafio es pensar propdetdaticas que permitan crear las
condiciones necesarias para que los alumnos cgastaonocimientos significativamente. No
cabe duda que las actividades provechosas serélieasqgue permitan “construir matematica”,
es decir razonar, producir, argumentar, convemseychar, reconocer el error, trabajar sobre el
error.

Nuestra propuesta esta dirigida a la formacionrdéepores de matematica de escuela
secundaria. En ella trabajaremos el concepto dedur partir de modelizaciones geométricas y
representaciones dinamicas en un software, tratd@goopiciar el uso de las distintas
representaciones del concepto de funcion. Perdrayg®puesta pretende ser mas ambiciosa
adentrandonos en situaciones donde las herramiggitasftware no “alcanzan” para lograrlo.

Poner en juego situaciones que propicien la pradngcel planteo de conjeturas, el andlisis
y la discusion es la intensién de nuestro trabajo.

Objetivos

Con la presentacion de nuestro trabajo intentarenostrar algunas propuestas que
creemos deben estar presentes en la formacionudediprofesores de matematica, no sélo
porque permiten acercar a los alumnos un poco héoale las TIC, sino con la intension de
auspiciar la reflexion sobre la necesidad de val@gconjeturas halladas con el uso de un
software como escaldn necesario para el desadellpensamiento matematico. No cabe duda
gue, como dice Gémez Chacoén (2011), detectar yrddlaa capacidades y competencias en
estudiantes universitarios de profesorado de maiteamaprofundizar en el conocimiento
estratégico para aprender a ensefiar matematical aso de TIC, es primordial en la actualidad.

Los objetivos especificos de las tareas aqui dekatas son:

 realizar conjeturas y buscar soluciones.

« utilizar el software GeoGebra como asistente mahstruccion de conocimiento
matematico.

» analizar potencialidades y limitaciones de lasdrerentas de GeoGebra para conjeturar y
resolver problemas.
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Aportes tedricos

Azcarate & Deulofeu (1990) sostienen que el apeajdide las funciones conlleva el
conocimiento de cada una de sus representacianadlccion de una a otra y las limitaciones
de cada una. Explicitan como las distintas reptas@mes de la funcion a la descripcion verbal,
la tabla, la gréfica y la féormula. Sin embargo, &fancion no es: ni una tabla de valores, ni una
representacion grafica, ni una serie de teclasdecalculadora, ni una formula. Es todo eso a la
vez” (de Guzman citado por Chemello & Diaz, 199789

Para Hitt (2003) las tareas de conversion de ymr@sentacion a otra son las que propician
y favorecen la construccion de conceptos matensatefiala que las investigaciones en
educacién matemética muestran que el sistema algetes el preferido y casi en exclusividad
usado por los profesores en matematica en su gadatcente.

Arcavi (2008) plantea varias razones por las cuglesodelado de situaciones geomeétricas
a partir de graficas dinamicas es un camino poteente el aprendizaje de conceptos
matematicos. En el caso del concepto de funcidmatmiento en un ambiente computarizado
recupera su dinamismo, presentando un modelo veraadra el cambio y la variacion ya que
Su representacion gréfica se realiza en tiempaatetdscribir el fendbmeno que se produce. Por
otro lado, sostiene que en caso de no tener esti® nneuchos problemas propuestos en torno al
concepto de funcidn se resolverian casi exclusinéenen el contexto algebraico, apoyando el
modelado con algunos dibujos imprecisos. En cangbio el uso de un software dindmico, la
representacion grafica prima a la algebraica alsahtido, favoreciendo la comprensién. Otro
aspecto que remarca es el reto de crear situacdonies cuales el resultado de la actividad es
inesperado o en algunos casos contra intuitivalderma que entre lo conjeturado por el
estudiante y lo devuelto por el software propiai@écesidad de demostrar o probar sus
conjeturas utilizando argumentos matematicos qunemnas alla del software.

Sierra Vazquez, Gonzéalez Astudillo & Lopez Este{d®@98) afirman que distintos trabajos
muestran las dificultades de los alumnos en re@npjustificar relaciones funcionales y no
funcionales dados a través de distintas representsc Esto los lleva a sugerir un trabajo que
suministre a los alumnos de la mayor riqueza deeseptaciones de este concepto a la vez que
se realiza la traduccion de unas representaciooas Consideran que la expresion algebraica
del concepto de funcion resulta abstracto porquéata verdadera naturaleza de la funciéon
como relacion entre variables, por lo que sugietdérabajo con diferentes representaciones
como un modo eficaz para una mejor comprensionm@&dela incorporacion de un modo
inteligente de las nuevas tecnologias permite @easefianza se centre mas en los conceptos
gue en los procedimientos, evitando célculos engog'y posibilitando el trabajo con una gama
amplia de funciones, lo cual seria dificil llevaal@abo con lapiz y papel.

Esta ultima recomendacion es también ofrecida po(2003) quién afirma que la tarea
de visualizar una gréfica de una funcién demandeaaatividad mental profunda que requiere el
reconocimiento de subconceptos en ella representBdcomienda centrar la atencion en la
comprension de los problemas que surgen al delsaiuola tarea de conversion entre
representaciones.

Propuesta

Esta propuesta consta de seis tareas, que comodésgigdas a futuros profesores en
matematica de escuela secundaria, pueden ser fa@ge®en lo que acordamos en denominar a
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un nivel resolutor donde el estudiante se dedica a resolver la paogaiesta, o a umvel
didacticq donde el estudiante debe colocarse en el rotafegor. Se propone que el software
GeoGebra (version 4.2.51.0), aunque es posibieartibtras versiones, sea el asistente utilizado.
También afadimos algunos comentarios relacionagoscadimientos esperados o a decisiones
didacticas consideradas en su disefo. Si bierpegpaiesta no fue aun implementada, estas
tareas y las anticipaciones de resolucion de lamas se realizan en base a nuestra experiencia
como docentes formadores de profesores y de imtdioa en cursos Yy talleres con colegas
utilizando esta modalidad.

Tarea 1

b

LA

. En GeoGebra, construve el trangulo ABC con A= (0, 0); B=(8, 0); C=(0, 6). Ubica un punto L en el

Las consignas de esta tarea sonval resolutor

segmento AB v construye un rectingulo con vértices en A, en L v un tercer vértice en el segmento

EC. ;Cudntos rectangulos existen con esas condiciones? Explica.

Responde con respecto al inciso anterior:

a) ;Cémo varian las coordenadas del punto L al desplazarlo en el segmento AF?

b) Nombrando N v F a los otros vértices del rectangulo ALNF, ;como varian las coordenadas de N
al desplazar L en AB?

c) Completa la siguiente tabla:

Longitud del segmento AL | 1 1,

Perimetro de ALNF

d)} ;Existe proporcionalidad entre las variables de la tabla? Explica.

Traza una recta perpendicular al gje x por el punto L v sobre ella, un punto P en la semirrecta LN a

una distancia de L igual al Perimetro de ALNF.

Con respecto al inciso 3, responde:

a) ;Cual es el valor maximo que alcanza la ordenada de P? ;Qué representa ese valor en el
rectangulo?

b) Sila abscisa de P varia en 1 unidad, jcomo varia la ordenada de P? Explica.

c) Sila ordenada de P varia en 1 unidad, ;como varia la abscisa de P? Explica.

d) Utiliza el comando “Rastro activado™ en el punto P v desplaza el punto L. [Qué travectoria
describe ese punto? Justifica.

Traza dos puntos cuvas coordenadas sean pares ordenados correspondientes de la tabla 1. Traza una

recta que pase por esos puntos. ;Qué recta obtienes si eliges otro par de puntos de la tabla? Explica.

En la vista algebraica solicita la Ecuacion v=a x +b de una recta del inciso 3. ;Qué numeros aparecen

en la Ecuacion? ;Qué representan en el rectangulo ALNE?

Lh
fed
(IS
[
LA
Lh
LA
1
(=)
|
]

4.7

Comentarios respecto a estas consignas:

- Pensamos que al construir L &B puede surgir la idea de que existen infinitosaregulos con las
condiciones pedidas pero para cada punto L, existenico rectangulo.

— Consideramos que pueden completar la tabla utdizéa vista Hoja de Calculo del software;
desplazando el punto y registrando las coorder@g@lanismo o que calculen analiticamente
utilizando la formula del perimetro.

— Pueden construir P utilizando las coordenadasgrabndo perimetro del software o hacer una
construccién de los segmentos sobre la semirrecta @isando por ejemplo, las herramientas
Compas o Circunferencia (centro y punto) o lasamigntas de transformaciones como Simetria
Central).

- Esperamos que se explicite que cuando la ordenkdabscisa de P toman los valores extremos

solicitados, la figura obtenida no es un rectangbéoretomara este aspecto en la puesta en coman.
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— Al justificar que el rastro del punto P describesegmento de recta creemos que utilizaran la
formula del modelo geométrico del perimetro quaresfuncién lineal, definida como la funcion
que tiene la forma f(x)= m x + b, con m y b realeppr eso su representacion grafica es una recta.
Otra forma es que tomen dos puntos de la tablerhial ecuacion de la recta y comprueben que
los otros puntos de la tabla la verifican. Otrges hagan el cociente de las diferencias
comprobando que es constante.

Tarea 2

3]

Las consignas de esta tarea sanival resolutor

Realiza los incisos desde el 1 al 4 de la Tarea 1, cambiando las coordenadas de C por C= (8, 6).
Determina la formula del perimetro del rectangulo ALNF en funcion de AL. ;Corta esta recta a la
hallada en la Tarea 1? En caso afirmativo, ;donde? ;Qué significa en el contexto del rectangulo?
Sien el inciso 1 de la Tarea 1, tomamos B= (6.0) v C= (0, 8). ;Qué signo tiene la pendiente de la
recta cuva ecuacion modela el perimetro del rectangulo en funcion de AL? ;Por qué? ;Qué significa
en el contexto del rectangulo?

La recta que modela el perimetro del rectangulo ALNF con B= (4, 0) v C= (0, 3), /corta a la recta de
la Tarea 1? En caso afirmativo, ;donde? ;Qué significa en el contexto del rectangulo?

Comentarios respecto a estas consignas:
- La funcién del inciso 1 es de proporcionalidad ctmea diferencia de la tarea 1.

- Enelinciso 2, pueden recurrir a las funcionesGiGebra para hallar la interseccion o hacerlo
con lapiz y papel.

- Enelinciso 3, la pendiente es negativa y creequnesgpueden justificarlo a partir de la semejanza
de los triangulos rectangulos ABC, LNB y FCN.

- Elinciso 4 esta planteado con la intencién deajealdas pendientes de rectas paralelas.

Tarea 3

1.

3]

Las consignas de esta tarea sarval resolutor.

Sean los puntos A= (0, 0); B= (b, 0); C= (0, a) v D= (b, a). Considerando los rectangulos, como en la
Tarea 1, con vérticeen A, en L v en el segmento BC v ofro con vértices en A, en L v en el segmento
AD, ;qué relacion existe entre las pendientes de las rectas que modelan los perimetros de estos
rectangulos? ;Es posible que las rectas que los modelan sean paralelas/ secantes? Explica. ;Es
posible que esas pendientes sean mayores o iguales a 2? Explica.

Dados los puntos A=(0, 0); B= (b, 0) v C= (0, a), determina las condiciones para que los rectangulos
ATLFN, construidos como en la Tarea 1, sean isoperimétricos. Justifica. ;Cual es la pendiente de la
recta que modela el perimetro?

Comentarios respecto a estas consignas:

- Se espera que hallen que las pendientes de las Bm(z - 2%) y (2 + 2%), gue concluyan que
siempre seran secantes y que en el contexto déhgedo no es posible que ambas sean mayores o

iguales a 2.

cuando B es homologo de C en una simetria axigjedia recta bisectriz del primer cuadrante o
cuando ABC es un triangulo rectangulo isésceles.

- Elinciso 2 se podria haber redactado usandoild dstlas tareas anteriores para trabajar la

pendiente nula pero decidimos plantearlo asi ptasda una complejidad mayor para su
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resolucion.
Tarea 4
Las consignas de esta tarea sanival did4ctico.

e Las instrucciones del inciso 1 dela Tarea 1, ;son suficientes para determinar un unico rectangulo
para cada punto L? Explica.

* ;Qué problemas pueden presentarlos estudiantes al completar una tabla como la de la Tarea 1?
(Cuales pueden ser las razones para solicitarla?

e ;Cual crees que es la intencidn de preguntar sobre la proporcionalidad en las tareas 1 y 27
Fundamenta.

e ;Qué contenidos se trabajan en las Tareas precedentes? Ubica los mismos en la escolaridad
secundaria. ;Considera que estas tareas son adecuados para iniciar, desarrollar o evaluar los
mismos? Fundamenta tu respuesta.

;Qué variables didacticas identificas en las Tareas 1. 2 y 3?7 Explica.
Redacta el inciso 2 de la Tarea 3 de otra forma. ;Que conlleva esta forma distinta de redaccion?

— La reflexion sobre la redaccion de las instruccsome deberia estar ausente en la formacion de
profesores, por lo cual la solicitamos en estatare

- Respecto a la tabla, consideramos que se puedeg®nganifiesto la cuestion de la aproximacion,
gue en el software se puede predeterminar.

— La cuestion de la proporcionalidad, se destacangélexionar sobre las creencias erréneas de los
alumnos de secundaria, donde si las dos magnitledesa tabla aumentan o disminuyen, son
siempre directamente proporcionales.

- Una de las variables didacticas que pretendemosugieeen el andlisis de las tareas es la eleccion
de las coordenadas de los puntos, estudiandotas@eencias de las decisiones, lo cual se
relaciona también con el lugar en la secuenciactadonde se plantearén las tareas (inicio,
desarrollo o evaluacion).

Tarea 5
Las consignas de esta tarea sarival resolutor.

1. Construye un triangulo rectangulo ABC de hipotenusa AB. ;Existe una tnica solucion? ;Existe
una unica resolucion? ;jCual es el lugar geomeétrico de C?

En un sistema de ejes coordenados, traza el punto P= (o, (ABC)). donde o es un dngulo agudo del
triangulo ABC vy (ABC) es su area.

(Existe un valor maximo para la ordenada de P? Explica.

(Existen distintos puntos P con ordenadas iguales? Justifica.

;Queé trayectoria describe P? Explica.

Traza el lugar geométrico de P cuando varia a. jPuedes identificar este lugar geométrico?
(Corresponde a la grafica de una funcién? Justifica.

bJ

oy h e L

Comentarios respecto a estas consignas:

- Se pretende que se analice que todo triangulongiiide hipotenusa AB esté inscripto en una
circunferencia de diametro AB y que por lo tantalat punto de dicha circunferencia es vértice de
un triangulo que verifica las condiciones pedidagden surgir distintas construcciones, como por
ejemplo: con las herramientas “segmento entre dogp” AB, “punto medio o centro” del
segmento AB y con el comando “rota objeto en t@rm punto” hallar el tercer vértice rotando
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uno de los extremos del segmento AB un angudon centro de giro punto medio de AB);
construir una circunferencia de diametro AB (hipota del triangulo rectangulo) y su tercer
vértice, cualquier punto de dicha circunferencamsiderando el segmento AB como una de las
diagonales de un rectangulo y trazar el rectangtilleando propiedades de las diagonales; trazar
dos rectas perpendiculares, tomar un punto enefiab y con centro en él construir una
circunferencia de radio AB, la interseccién de éstala otra recta (si existe) es el tercer vértice

- Utilizando las herramientas de GeoGebra, el lugantgtrico que P describe hace pensar que la
grafica de la funcién buscada es una parabolaag®erecta esta conclusidon? Si activamos la traza
del punto P y colocamos cinco puntos sobre sudtasia o su lugar geométrico, se puede utilizar
la herramienta “Cénica dado Cinco de sus Puntad'spftware graficara una conica.

Bien...parece que el problema esta resuelto puestelgoftware brinda la formula del lugar
geométrico. Dos son las sorpresas: una es quaiacdevuelta por el software no es una parabola
como se habia conjeturado. Otra es que si se caralgianos de los puntos tomados sobre el lugar
geométrico para solicitar la cénica, ésta no esaif@parecen distintas hipérbolas y elipses).

a= 27"

_.—

4.26

Figura 1.Traza del lugar geométrico del punto P y céniaaSpde sus puntos.
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T T T T T T T
-3 -2 -1 a i 2 3 4

Figura 2. Lugar geométrico del punto P y cénica por 5 depsudos.

- El software no nos resuelve el problema pero speasite conjeturar que una coénica no seria la
solucién a nuestro problema.

- Trabajando con la trigonometria en un triangulédmegulo, analicemos los datos con los que
contamos para hallar el area en funcion de un angul
Area en funcion de:
. _|CB| _|4c
En el triangulo ABC, senj= @Y cos(x)—ﬁ
Reemplazando en la ecuacion AEa del triangulatese o
_ Area de ABC=|AC|.|CB|= Y2 |AB]. sen{). |AB|. cos@)= 1/4|AB|"2 sen(2u), donde
|AB|"2 es constante.

Figura 3. Triangulo rectangulo ABC.
Tarea 6
Las consignas de esta tarea sanival didactico.
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(Por qué cree que en el inciso 1 de la Tarea 5 se plantea la unicidad de solucion? Fundamenta.
;Tendria sentido agregar otro inciso a la Tarea 5 para el otro angulo agudo del triangulo ABC?
Justifica. _

e ;Qué ventajas v limitaciones encuentras en una propuesta de trabajo como la expuesta?
Fundamenta.

- Para fundamentar si tiene sentido afiadir a la Tasdglanteo de las relaciones para el otro angulo
agudo, es necesario resolver el problema y depeshalidel nivel en que se trabaje se atribuira el
mismo.

- La opinién fundamentada de ventajas y limitaciahegsta propuesta acerca a los estudiantes a
posicionarse como futuros docentes de escueladatana hacer explicitas sus creencias y
recuperar los aportes de su formacion en las tistasignaturas del plan de estudio.

Algunas conclusiones

En la propuesta se hace énfasis en relacionardistas representaciones del concepto de
funcion teniendo en cuenta las recomendacionescgiN(2008), Hitt (2003) y Sierra Vazquez,
Gonzélez Astudillo & Lopez Esteban (1998).

Consideramos que la funcion del area del triandalta tarea 5, aparentemente una
funcion cuadratica, puede resultar por lo menoggresiva y crear ese ambiente propicio que
Arcavi (2008) presenta como la semilla de la pruzbamostracion.

Las Tareas 4 y 6, estimamos, son indispensabledgasflexion de los futuros docentes
de matematica ya que les permite involucrase adqdo otra mirada de analisis sobre la
propuesta.

Estas practicas pretenden invitar al estudiangpansar tareas que encontraran
seguramente en libros de texto de escuela secanttarisformandolas en propuestas que
permitan la reflexion, con la intension de capalttapara que puedan intervenir en la ensefianza
transformando escenarios en sus practicas futuras.

Con esta propuesta esperamos que los futuros @ésaefiiexionen sobre la perspectiva
convencional de que el contenido curricular simgeta debe ser convertido para encajar en la
nueva tecnologia, siendo necesario consideraraplmges de las nuevas tecnologias como
componente principal en las planificaciones deséasiencias didacticas.

Referencias bibliograficas
Arcavi, A. (2008). Modelling with graphical repredations.For the Learning of Mathematics, 23,10.
Azcérate, C., & Deulofeu, J. (199®unciones y graficadMadrid: Sintesis.
Chemello, G., & Diaz, A. (1997Matematica. Metodologia de la ensefiarBaenos Aires: Pro Ciencia.

GOmez-Chacon, I. M. (Ed.) (201Modelizaciones dinamicas en Matematicas. Usos delG&bra.
Publicaciones Instituto GeoGebra de Madrid. Catdtiguel de Guzman, Facultad de Ciencias
Matematicas, Universidad Complutense d Madrid. ©diR

Hitt, F. (2003). Una reflexion sobre la construcci®e conceptos matematicos en Ambientes con
tecnologiaEn Boletin de la Asociacién Matematica Venezolxifa), 213- 223.

Sadovsky, P. (2014). Pensar en relacionar ideagdupir nuevas ideakl Monitor, 35,20- 24.

Sierra, M., Gonzalez, M. T., & Lopez C. (1998). Elames: traduccion entre representaciones.
En Aula, 1089-104.

Comunicacio XIV CIAEMIACME, Chiapas, México, 201



