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Resumen

En esta investigacion presentamos la concepcidandgente desde un enfoque
gréfico que poseen estudiantes chilenos de prifreeuaiversitario en una carrera de
Matemaéticas, y una vez que ellos han inicializagoestudios de derivada.
Confrontamos estos resultados con los puntos tkeleisal, global y puntual,
perspectiva caracteristica en la ensefianza désiandostraremos resultados que la
concepcion intuitiva que poseen los estudiantdamtgente no basta para construir el
concepto de derivada, la cual es una nocion fundeainen el analisis y por sobre la
cual reposa esta nocion a nivel de ensefanza.nadisia se sustentan con el modelo
de los Espacios de Trabajo Matematico (Kuzniak12§lseran discutidos y
confrontados en un taller, incluyendo un andlisiglicativo entre variables
involucradas.

Palabras clavetangente, derivada, local-global.

Introduccién

La Ensefianza del Célculo (o Andlisis para algurdses) comienza a fines del liceo por
lo general con un énfasis en lo calculatorio, merdéa universidad es donde se estudian con
mayor profundidad conceptos basales de este douhenia matematica como limite,

! Este trabajo esta bajo el sustento del proyec®%Sud C13H03.
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continuidad, derivadas, integrales, y las respastextensiones cuando se paRd a otros
conjuntos. Sin embargo, el pasaje que realizaadagliantes de una institucion a otra, el grado
de abstraccion que se aborda al dejar enfoquestaigados, y en definitiva las
“discontinuidades” entre nociones mateméaticas haoém® otros elementos que existan
verdaderos obstaculos y fracasos en el aprendizijgalculo.

Diversas investigaciones (ver por ejemplo Tall, ;9%tigue, 1998) con distintas
aproximaciones tedéricas han dado cuenta de lauttdit en el aprendizaje en el dominio del
Andlisis. Al respecto, ya hace 15 afios atras Aetidl998) categorizo la existencia de
dificultades persistentes de los estudiantes earepo conceptual del Analisis, distinguiendo:
dificultades ligadas a la complejidad matematicéodebjetos basicos de este campo
conceptual, las dificultades ligadas a la concéita@on de la nocidn de limite, que es la nocion
central del campo, y a su dominio técnico; difiad#s ligadas a la necesaria ruptura con modos
caracteristicos de pensamiento del funcionamidgebeaico.

Es justamente en esta Ultima categoria de difdettalonde nosotros hemos identificado
una ruptura en el aprendizaje del analisis, y fsereea la reconstruccion de objetos matematicos
en los que se tiene un conocimiento empirico y argdiel cual se sustentan en la ensefianza
otros objetos matematicos centrales del analisi®do es la derivada. Explicitamente, nos
referimos a la tangente, objeto matematico quatsediuce en el nivel 8 (13 afios) en la escuela
en Chile.

Nos parece un fendmeno interesante de estudidaglezivada reposa sobre la idea
geomeétrica de la recta tangente, nocion que sdiastmpiricamente como un elemento auxiliar
de la circunferencia, en el cual existe la ide#&uttiva” que la recta tangente solo tiene un punto
en comun con la curva (una famosa concepcion, aaadesde mucho tiempo, ver por ejemplo
(Sierpinska 1985)).

Retomando los trabajos de Vinner (1991) y de Ca$1€195), la investigacion de Paez y
Vivier (2013) ha permitido identificar las diferestconcepciones de la nocion de tangente,
incluso concepciones globales y locales que comstit una dialéctica caracteristica del dominio
del andlisis introducida por Maschietto (2002) darmgeniera didactica realizadsin embargo,
en esta investigacion analizaremos la concepcibestiediante frente a la nocion de tangente en
el momento que ellos estudian el concepto de d#aiea la universidad en un curso de Calculo.
En este estudio, el referente tedrico es el Esphibrabajo Matematico, ETM, propuesto por
Kuzniak (2011), y enriquecemos el modelo de Kuze@k lospuntos de vistade Vandebrouck
(2011) para las funciones que extendemos a otjesogtdel andlisis (Estrella y al. 2015).

En el Analisis muchas veces se trabaja con propgesdcales que se contrapone al
pensamiento algebraico, pero en este trabajodimtionos el tratamiento de la dialéctica
global/local desde un dominio geométrico en unstegigrafico para el caso de las tangentes con
una atencién a los cambios de dominios (Montoyavie¥2014), especificamente en el dominio
del andlisis con las funciones.

Presentacion del ambito de los ETM

Esta investigacion se inscribe en la teoria d&gmacios de Trabajo Matematico, ETM
(Kuzniak, 2011) que en sus inicios fue conocida@teoria de Paradigmas y Espacio de
Trabajo Geométrico (Houdement & Kuzniak, 2006).l&actualidad, este constructo considera
un ETM que depende de un dominio matematico (Kkz2@11) como el analisis, la geometria,
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el algebra, las probabilidadesc. Los paradigmas son la caracterizacion del ETM edaminio
especifico, esto es, hablaremos de aradigmas geométricos, los paradigmas del an&isi
(ibid.).

Se distinguen tres tipos de ETM, a se el ETM de referencia, que esta definido seg!
la relacion con el saber, idealmente bajo critemasematicosun ETM iddneo, el cual depende
de unanstitucion, y que es definido segun la maneraegie saber se ensefia en la institu
con una funcion especifican ETM personal que depende del individuo y definido par:
manera que el individuo se enfrenta a un problei@matico, con sus projs conocimientos y
capacidades cognitivas.

En el ETMse concibe la reflexion comofruto de la interaccion entre un individuo y
problemas en geometria (o analisis, algebr.) es un ambiente organizado por y par
gebmetra o algebrista, etnedante la articulacion de dos planos: el epistemotoygiel
cognitivo (Kuzniak, 2011).

El plano epistemoldgic esta compuesto por tres polos, a sabeefetencialque esta
constituido pofas propiedads, los teoremas, las definicionesrepresentame (signos
semidticos)y losartefactogelementos materiales o simbalic. El plano cognitivi se compone
de los procesos dasualizacion, construccion y prue. Los planos se articulan mediante f
génesis como se observa en la figl: unagénesis semiotidaasada sobre los registros
representacion semiotica que confiere a los objatagibles del ETM un estatus de obj
matematico operacional; ugénesisgnstrumentalque permite deperacionalizz los artefactos
en el proceso de de constri@t unagénesis discursivde la prueba que da sentido a
propiedades para dejarlo al servicio del razonatmisratematicc

“isualizaddn

Pruebs

Plano cognitivo

Génesis semintica

Plano episternalag co

Gémesisdisairsiva

GEnesisinstrumental l

Figura 1 El espacio de trabajo Matematico y sus génesis (KkizGi11.

Esta articulacién no debe ser entendida como Ian individual entre las componentes
los planos epistemolégico y cognitivo, sino masilmemo una relacién activa conjuntame
por dos o incluso tres géneélidizniak y Richard (200)5dentificaron tres plancverticaleg.

Para el investigador, es imjtante identificar la génesis activada por un paf¢&TM-
idoneo), o las génesis privilegiadas por un aluemda realizacion de una tarea matemé
(ETM-personalpara entender el trabajo matemé.

El ETM de referencia del AnalisiETM,) es guiadalobalmente poel Analisis estandar,
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y caracterizado con los tres paradigmas siguielatatificados en (Estrella y al. 2015):

Analisis-Geomeétrico/Aritmético (AG) que permite interpretaciones, con implicitos,
nacidas de la geometria, del calculo aritméticelartundo real.

Andlisis-Calculatorio (AC) donde las reglas de célculo son definidas, nrasmos
explicitamente, y se aplican independientementa deflexion de la existencia y naturaleza de
los objetos introducidos.

Andlisis-Infinitesimal (Al) es caracterizado por un trabajo de aproximacide y
proximidad: cotas, una entrada a trabajos de pihidauin(o una entrada mas topologica): "cerca
deeg", “lo despreciable”.

Vandebrouck (2011) identifico tres puntos de vigia juegan un rol importante en el
trabajo sobre funciones: puntuales, locales y ¢gdsb&n este sentido, nosotros nos apoyamos en
el punto de vista de Vandebrouck para el objetgeate.

El punto devista puntuahsociado a un punto de la tangente (una correspoiade
M - Tw). Esto es lo que uno puede ver si existe la dagiwa un punto (calcular la ecuacion de
la recta tangente cd(xo) y f' (xo) en un paradigma AC), por ejemplo cuando se "paishre el
boton "tangente” de Geogebra sobre el punto derlea@n cuestion o cuando se considera la
"perpendicular al radio" para el caso de un circllgunto esencial es que la tangente pasa por
un punto, y se puede afiadir una propiedadegeapsulaun otro punto de vista sin que sea
explicito.

El punto devista globaj es la percepcién de la tangente como una reotarma ecuacion
(paradigma AC) o una traza gréfica rectilinea (pgraa AG).

El punto devista localesta mas relacionado con el paradigma de la Al sgbasa en el
hecho de que la tangente y la curva son localnfastenados (propiedad de micro-linealidad de
Maschietto (2002), también con claros vinculos elcemalisis no estandar), posiblemente con
una aproximacion tomando dos puntos cercanos. Bansigl puede pensar en que se "pegan” o
"tocan", aunque esto también puede estar asociadganto de vista puntual de un punto
critico.

Es pertinente considerar que para definir |la tategers necesario considerar estas tres
perspectivas, cada uno centrado en distintos aspdespecificamente, cada punto de vista,
activa diferentes génesis del ETM y es frecuentéeneecesario pasar por estos tres puntos de
vistas para determinar una tangente.

Por ejemplo, una tarea en el registro grafico cemto que estamos estudiando, la génesis
semiotica se activa de forma diferente y, espexifente, a través de: (1) el punto de vista global
por la visualizacion de una traza grafica rectdigee s@rolongainfinitamente(notemos
también que se activa la génesis instrumental tartefacto "regla"); (2) el punto de vista local
por la visualizacion sobre una pequefia porcidraaeitva; (3) el punto de vista puntual al
considerar el punto donde debemos determinar tgetdae.

Es posible que un punto de vista esté ausentesstdeto, provocando oposicion o
dificultades para resolver una determinada taraamedominio especifico. A continuacion, se
espera que en estos casos, los cambios de domiaragya y Vivier 2014) posean recursos de
puntos de vistadisponibles en el nuevo dominio, que pueden ggtaulados a diferentes
paradigmas (y que eventualmente los nuevos puetusth también pueden ser débiles). En
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nuestro estudio, especificamente esperamos caoididsminio de la geometria para el analisis
(paradigma AC principalmente para la poblacionstadio).

Andlisis a priori

Tomamos las ideas principales de tangente reabzamlatros estudios (Castela, 1995;
Péez y Vivier, 2013; Vinner 1991, Sierpinska 19&5).particular, la concepcion global es bien
conocida y nosotros esperamos encontrar algunasesss. Esto esta relacionado con una
percepcion antigua de tangente, valida al menaslparconicas: una tangente es una recta que
tiene un anico punto de interseccion con la cufzanbién se puede interpretar como una
depreciacion del punto de vista local y una prepoatcia de los otros dos puntos de vista con
una especie de inyectividad de la correspondencidl M del punto de vista puntual.

Presentamos a continuacion los criterios de nuestidicacion en conjunto con un
analisis a priori de la curvas Las curvas sin resfause codifica NR pdto Respuestadddemas,
se usanne por la respuestao existenciay O, porOtro para designar una respuesta que no
aparece en los otros c6digos, o en el caso degstsisuambiguas (como A19 #8) o con una
alternativa (como A25 #8 y #10). Por ultimo, lotudsantes se identifican con A1 a A49 y las
curvas de #1 a #12.

Nosotros planteamos como hipétesis que si hay obicade dominio es por encontrar
argumentos para apoyar una conjetura provenient@a@ercepcion visual. Cabe sefialar que
los estudiantes a menudo perciben que hay unartamgero la situacion especifica planteadas
en las curvas los pueden hacer errar o dudar eespisestas.

En las situaciones propuestas, la visualizaciéggus rol preponderante. kgsualizacion
es el primer proceso que es seguido poraamatrucciénprincipalmente para la existencia) o
sea por un@rueba(por una no-existencia). Umauebaes solicitada principalmente en una
respuesta de no existencia, por ejemplo, con uneepaion global o bien en un cambio de
dominio se afirma la no diferenciabilidad. Sin engoa una génesis discursiva se puede activar
en el caso de una situacion problematica comoseculvas localmente rectilineas.

Curvas #1, #3y #7

Estas curvas no deberian tener ningun problenas, edl permiten identificar la
concepcion global, las curvas son regulares enwaol@e sus puntos - esperamos un 100% de
éxito en las respuestas de la poblacion de estudi#l es la curva representativa de una
funcion si nos imaginamos los ejes como se reptasdrabitualmente (un eje horizontal y un
eje vertical). ElI #2 no es representativo de unaitin, pero es un circulo, la primera curva por
la cual se ensefia la tangente. Es posible que estmawel centro y radio del circulo reducida a la
definicion geométricaerpendicular al radidrol del polo tedrico). La #3 es una elipse, samil
al caso del circulo asi que no esperamos algupaest en particular.

Estas tres curvas estan presentes basicamentgueal@s estudiantes tengan confianza,
consideren lo que ellos saben y lo mas importaletsje la perspectiva del investigador, para
servir de apoyo para el analisis de otras respgjesthiendo que estas curvas no plantean
problema alguno (hipotesis).

Curvas #2 y #10

Por estas curvas, la concepcion global estrictarigelsonducir a la no existencia de una
tangente en el punto indicado ya que la rectatadar» la curva. Este tipo de respuestas pueden
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eventualmente ir acompafiada de una marca (o gea&)a, para indicar el segundo punto de
interseccion. Codificamos las respuestas@g@or Global.

Trazar una recta tangente en un punto indicada@oua claramente la curva es un claro
signo de una percepcion local de lo que es unatdagpor lo que puede intersecar la curva sin
problemas. Esta es una fuerte intencion del sejefarecisar que una tangente es un objeto
global (una recta) cuya definicién es local (tamlppédemos ver una flexibilidad entre las
perspectivas locales y globales). Nosotros codifcmesta respuestas con lindelLocal.
Posteriormente, no detallaremos las respuestaBozmtdis por L a aquellas que posean una traza
gréfica de la(s) tangente(s) dado que nos parace €l punto de vista local.

Respuestas intermedias pueden aparecer : ya spaepgarconcepcion local no permite
trazar una recta que cruce la curva (descrito ianteente), o por una concepcién global (menos
estricta ) que se adapta a la situacion mediamtssteccion detominio de definiciéle una
tangente que es solo una parte conexa de unaestaaconcepcion se desarrolla alrededor de
los puntos de vista local y puntual, pero la injédad supone que M- Ty y genere un débil
punto de vista global). Es dificil decidir entre @os interpretaciones con un solo registro que es
el grafico, salvo que la traza se detenga justesash cortar o “cruzar” la curva. También es
posible que existan indicaciones verbales de tace®n. Codificamos estas respuestas con
Gloc.

Por estas dos curvas, es posible ver un cambiomé ya sea para justificar la
existencia o no existencia (para #2, ya que nomasepresentacion habitual de un gréfico de una
funcion y #10 no es la grafica de una funcion @prbpiedad que solo las curvas de las
funciones poseen tangentes. Sin embargo, la dtili@/ L / Gloc deberia ser suficiente para
responder y estos cambios de dominio deberiamsi¢ados.

Curva #4

Esta curva es un caso particular (cf. la curvay#pecialmente se solicita la tangente en
el punto singular (como un punto estacionario deaidloide). La tangente existe y es vertical,
pero es posible que este caso nunca sea encoptyatits estudiantes. Aqui, se espera cambios
de dominio al tratar de tomar informacion en téwside la derivada (ya sea por la existencia o,
mas probablemente, la inexistencia de una difeabililad 0 un nimero derivado infinito - asi
la codificacion e©ne). Aqui, el cambio de dominio es causada por atgso de visualizacion y
la no apropiacion del referencial te6rico que da easo da soporte a la respuesta.

Es también posible (Paez y Vivier 2013) que la epoin global requiera de trazar rectas
gue pasan por el punto, pero no son tangentes. rest@as tienen, de hecho, solo un punto
comun con la curva a pesar de la gran distancidecmmagen mental que se tiene de una
tangente - pero aqui la respuesta puede ser prdenper la curva que no es habitual. La
concepcion débil del punto de vista local en lariptetacion de la concepcién global estd mucho
mas tensionado aqui y conduce a la desaparicigoudéb de vista local. Estas rectas
concurrentes pasan por el punto indicado y ladicadios poiRC, rectas concurrente&sta
respuesta puede ser positiva debido a la existeeaiea (0 muchas) tangente(s), y sera negativa
porque hay muchas rectas y falla la unicidad darigente. Cuando existen muchas rectas
trazadas como solucion, las codificamosRGr. Aqui, los puntos de vista puntual activa la
génesis discursiva (polo teérico) que sugiere istemcia de otras rectas. RC no es una respuesta
esperada en estas curvas. Nosotros postulamos@sel&puede aparecer, esencialmente, para
las curvas no regulares.
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El punto de vista global puede ser suficiente pamrespuesta correcta, pero la tangente
corta la curva y puede que la recta no sea comrsidezomo la tangente.

Hay que tomar en cuenta que un cambio de domiria lteacinemética puede conducir a
la no existencia ya que este punto es estacio(enector velocidad es cero y no puede dirigir
ninguna recta). Este cambio de dominio puede garsensiderar las trazas (o signos) que
describen la trayectoria.

Curvas #5y #9

La concepcion local (L) conduce simplemente a umesalrecta idéntica (es posible que
algunas respuestas solo sean la manifestacionadeomeepcion local, porque hay nada que
dibujar! Aunque en este caso, se espera una explicacibalvb tipo 1a misma recta)l Una
concepcion global (G) es posible, estrictamentéalmalo o bien del tipo Gloc (como en #2), y
dar una respuesta de no existencia porque hayrmarontinfinito de puntos en comun (el
debilitamiento del punto de vista global ya no@scgente y se opone a la inyectividad-My.)
También podemos encontrar respuestas del tipo &tacexistencia (o no existencia RC+
cuando se combina con la propiedad de unicidad).

Sin embargo, la recta es una representacion grddicea funcidén que es conocida por casi
5 afios por los estudiantes de esta investigaciguti, & cambio de dominio puede ser
beneficioso porque hay una funcién afin y sabemiesegtas funciones son funciones
diferenciables. Este cambio de dominio debe daarlada existencia de una tangente
(recordemos sin embargo, que este argumento saspeliéls de una hora de trabajo, individual y
en parejas, seguida de un debate entre los prefedermatematicas en México (Paez et Vivier
2013)).

Por la curva 9 también se pregunta una tangeme parte o porcion rectilinea, pero en
este caso la curva no es identificable y puedertdifsgencias en las respuestas.

Curvas #6 y #8

Las tangentes a estas curvas son los puntos dgignfly la tangente cruza &raviesa)la
curva porque hay un cambio de concavidad. Aquieeho de que la segunda derivada sea cero
puede conducir a la percepcion de que la curvacadnhente una recta, y también una situacion
similar a las curvas #5 y #9. Esperamos especi@ogartener respuestas negativas del estilo "no,
porque la tangente cruza la curva", codificada(de cruzar.

Para la curva #6 esperamos un cambio de domimiecrar que la curva no tiene
tangente en este punto (la funcion no es diferbfgia « derivada infinita »), y similarmente
para la curva #8 (esta curva no es representatila grafica de una funcién), pero es probable
gue sea la concepcidén global (G) que “masivamdle&eé a responder la inexistencia de la
tangente en la curva #8.

Curva #11

Esta curva tiene dos posibles respuestas paradartte en el punto, pues tiene
multiplicidad dos (considerando coordenadas parérad) Para responder de manera positiva,
es necesario hacer caso omiso de la propiedadicidadch Un cambio del dominio de la
cinematica (gestos) es aqui operacional y puedducima la existencia de dos tangentes,
distinguiendo temporalmente. Sin embargo, no eapeEsargumentos relacionados con curvas
paramétricas para esta poblacion de estudiantes.
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Los dos tangentes no cruzan la curva y podriansepatibles con la concepcién global,
pero el hecho es que estas dos rectas puedenrabidmes como que atraviesan la curva (.
La no unicidad de las tangentes puede dar lugana kexistencia de la traza de una de las dos
tangentes.

Curva #12

Se puede concluir como en #11 donde se invocafaqatad de unicidad ya que podemos
percibir dos tangentes (0 dos medias tangentes)bita podemos esperar respuestas del tipo
RC como en la curva #4. Un cambio de dominio esamp@nal porque tiene dos derivadas
diferentes, a la derecha y a la izquierda.

Esta curva tiene una forma que parece claramesigudé. La génesis semidtica es
esencial en este caso y el proceso de visualizderma una interpretacion de una curva que es
de primordial importancia: la curva es regular @ @abe sefialar que en todas las curvas
presentadas, esta pregunta es valida, pero larmieeguede ser mas probable que se realice en
#12 debido a la traza propuesta. Podemos deciaqueva es regular (“suave”), sin que uno
esta realmente en condiciones de decir cual estgente, porque tenemos una percepcion global
de la curva en esa traza propuesta, 0 porque leatangente porque la curva no es regular, pero
no se ve con la traza propuesta debido a que lwose$icientemente especifica. De hecho, la
traza no dice nada sobre el comportamiento loct derva y la Unica respuesta veridica (o
exacta) es que no se puede responder.

Resultadog

El estudio experimental fue realizado a 44 estudgohilenos de segundo semestre de un
curso de Calculo Il durante el afio universitari@20Cabe sefialar que la nocién de derivacion
no se aborda en el liceo (obligatoriamente) y guarmgente es mostrada como un elemento
auxiliar de la circunferencia al final de la eseuehilena primaria (grado 8, 13 afios). En general,
los estudiantes encuentran estas nociones emerpaiio en los cursos de Calculo, las curvas en
otras coordenadas (paramétricas y polares songelréstudio en estos cursos) y poseen
conocimientos elementales de cinematica a nivdiad. En los cursos de célculo se sigue con
el estudio habitual de derivada desde una perspegtiométrica, y reposando esencialmente
sobre los puntos de vista local y global del “lerde una secante”, nocion que se observa o
desarrolla principalmente en el paradigma de AGhbyestodo con una idea intuitiva e iconica de
tangente.

Estudio general con los indicadores

Como era de esperar, las curvas 1, 3y 7 no pesanproblema y se obtuvieron
respuestas con un éxito completo, excepto en laacupara A24 que no responde (tampoco
A24 responde a las curvas 8, 10, 11 y 12 y muesiaggran inestabilidad en sus respuestas). A
continuacién, se muestras respuestas de otrassadowale hemos puesto atencion a la relaciéon
entre ellas y los indicadores utilizados. Los reslds que se encuentran en la tabla 1 no arrojan
este andlisis.

Tabla 1
Resultados generales de 44 estudiantes chilenpsgrder afio universitario

2 Nos apoyamos en la evidencia escrita para nuaséiisis, pero sefialamos que nada decimos sobre lo
gue realmente pensaba el estudiante.
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#2 #4 #5 #6 #8 #9 #1C  #11 #12
NR 0 1 5 8 8 2 5 14 3
L 10 1 19 9 12 18 8 3 0
G 18 1 6 10 15 10 14 3 2
Gloc 13 0 0 1 0 0 12 0 0
RC(RC+ 1 22(5 122 8(1) 2 7 0 11 23(2)
One(C 1 19 2 8(4) 5 5 3 12 16
o) 1 0 0 0 2 2 2 1 0

Se obtuvieron 13 respuestas de tipo L comunesya#®5incluyendo 8 estudiantes dieron
la misma respuesta L para las curvas 5, 6, 8 $i8)duda, podemos identificar de manera mas
bien evidente, un punto de vista local. Sin embaggtre estos estudiantes, esto no es siempre el
punto de vista local que domina, especialmentelpareurvas inusuales: A33 y A34 dan
respuestas de tipo RC en #4 y #12 y A29 da unaiesspRC a #11 (dibuja una linea vertical),
mientras que todas las otras respuestas son dee tipo

No es sorprendente que el nUmero de respuestatobarsda concepcion global
(respuestas G) sea importante para todas las adovae la tangente corta a la curva (#2, #8 y
#10) y para las curvas localmente rectilineas (#9)yEs lo mismo para #6 con la posibilidad de
visualizar una curva local rectilinea, como lo fizea 5 estudiantes de los diez que respondieron
G en #6, y que también proporcionaron la mismauesia G en #9.

Los 13 estudiantes que respondieron Gloc en #&s@ndieron Gloc en #10. Esta
disposicidon es coherente para muchos estudiaatgaros son mas cercanos a "G" como A39 o
mas aun de estudiantes que responden « L » comil &studiante A25 expresa claramente la
existencia de una tangente local en #8 y #10, riopde vista global es en gran medida
depreciado.

Como era de esperar, RC es mas importante pacanass #4 y #12. Pero nos parece mas
sorprendente la fuerte presencia de este tipospeiestas para curvas localmente rectilineas
como en #5 y #9 y también #6. Esto permite validevamente la relacion visual entre las
curvas localmente rectilineas y las curvas quesptas un punto de inflexion. La diferencia con
el pequefio numero de respuesta RC en #8 se egplidaconcurrenciade la concepcion global
para este tipo de curvas que resultan, tal vez cordgncente para los individuos en cuestion, a
la no-existencia.

Otras respuestas de inexistencia (One), son impgedgara #4, #11 y #12 (no estamos
hablando aqui de #6, que es particular, con ehaegto de "la recta a atraviesa la curva"). Cabe
sefalar que cada uno de los puntos son en regliddds en los que hay un problema de
diferenciabilidad (derivada infinita o velocidadlapara #4, gradiente cero para #11 y no
diferenciabilidad para #12). De hecho, los argum®rbn a menudo utilizando diferenciabilidad
en #4 y #12, entonces con un cambio de domini@rd@mentos sobre 19 para#4y 9
argumentos sobre 16 para #12. Los otros argumsatoka no unicidad, especialmente para #11
y #12, y que la curva no representa una funcion.

Es interesante constatar que de las 71 respuestga@respuestas relacionan
directamente con la no diferenciabilidad, 2 coodatinuidad (no se especifique lo contrario), 9
sobre pendientes, 5 sobre la no unicidad de laetdaag otros 3 sobre funciones. Por lo tanto, 48
argumentos sobre 71 que estan relacionados masasrdgectamente a la nocion de funcion, lo
gue valida, al menos parcialmente, nuestra hiptedire cambios de dominio.
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Cabe sefialar que solo los estudiantes A9 y A28iem puntos de vista local en el
dominio del analisis (paradigma Al) evocando eiténen #4 y #12. Todos los otros cambios de
dominio se inscriben en el paradigma AC.

Estudios complementarios (desarrollo en el taller)

Un estudio con el Analisis Estadistico Implicataan software CHIC muestra una
coherencia estadistica de las variables, ya saebetes de similitud (o cohesitivo) o en el
gréfico implicativo. Se distingue claramente losdples de L, G, RC y NR. No es presentamos
aqui el desarrollo de estos analisis, pero losagraestadisticos constituiran un trabajo
especifico en el taller.

Se identificaron tres perfiles “tipicos” : estudesque tienen un perfil G (como Al17),
estudiantes que tienen perfil RC (como A10 y A¥Hstudiantes con un perfil L (A28 , A29,
A33). Ademas, dos estudiantes (A6, A12) tienen TN Principalmente guiado por las
funciones pues frecuentemente cambian de domimgor wiltimo A18, A19, A41 los
consideramos como casos atipicos. El estudianteiéd® un perfil interesante casi totalmente
guiado por las visiones globales y puntuales.

Conclusion

Lo que se desprende de este estudio es, en ptgeet la dificultad del concepto de la
tangente y la inestabilidad de este concepto érdrestudiantes en una tarea aparentemente
simple en el registro gréafico. Esta inestabilidatlabnocimiento se refleja en particular en la
adaptacion a diferentes curvas, el estudianteiag@por la visualizacion sin el control
epistemoldgico. Esto confirma las conclusiones a@éyrVvinner (1981, p 152ifferent stimuli
can activate different parts of the concept imatpyeloping them in a way which need not make
a coherent wholeMuchas de las respuestas son incorrectas, a ftegésmente como las
respuestas RC, y algunos estudiantes tienen reéapuesoherentes. A menudo, la causa es un
defecto en la perspectiva local y, en menor medidsde el punto de vista global.

También observamos un cambio de dominio frecuentparticular, pero no exclusivo,
para afirmar una no-existencia. Los estudiantegpsgan efectivamente de su solo conocimiento
sobre la tangente que esta relacionado o coneatldofunciones diferenciables persuadidos por
la misma unicidad de la tangente. El trabajo catiferenciabilidad esconde el punto de vista
local sobre la tangente en el dominio inicial ofige la geometria, con un paradigma en AC,
pues no se necesita un punto de vista local eoreinio de las funciones. Estos cambios de
dominio rara vez permiten entregar una respuestaata porque en el dominio de las funciones
ensefiado es demasiado restrictivo para comprehdeneepto de tangente. Entonces, ¢qué
representaciones privilegiamos en la ensefianz& gauocimiento sobre la tangente pueden
tener los estudiantes? ¢ Podemos realmente apoyain@sla nocidén de tangente para introducir
el concepto de derivacién?, nociéon por lo deméagtawvitante en los cursos de célculo.

Nosotros postulamos, que se requieren los treppulat vistas, global, local y puntual,
para realizar la tarea gréfica, el defecto o laicetbn de uno de ellos conduce respuestas
incompletas y, a menudo incorrectas, produciengecas una produccion (respuesta) alejada a
la de una tangente — sin embargo, notamos quen& pe vista puntual esta siempre utilizado.
Bajo la perspectiva del ETM, la tangente que puesteumentalizar la nocion de derivada no se
logra pues la misma tangente no ha sido desareoiaceste ETM, ni menos aun, se han
activado las tres génesis que articulan episterigaogente y cognitivamente esta nocion.

Taller XIV CIAEM-IACME, Chiapas, México, 201



ETM de la nocién de tangente en un ambito grafi@ambios de dominios y de puntos de vista 11

Por otro lado, hemos observado que este tipo gaestas se encuentran en otros
contextos institucionales, tales como en profesenedléxico (Paez y Vivier 2013), en
estudiantes-profesores en Francia (Vivier 2018)ckiso pero menos sorprendente en
estudiantes de secundaria (grado 11, 17 afios)aaci&ipero antes de la ensefanza de la
derivacion (Vivier, 2010).

Por supuesto, trabajar sobre la tangente, no pesttngirse a un trabajo grafico
exclusivamente. Es necesario complementarla mede&tabajo con expresiones formales
(funciones, ecuaciones de curva) y de trabajao¢&n en el dominio del andlisis (o del algebra)
confrontando las definiciones y propiedades quigjeacen la simple percepcion, y donde
incluso el uso de tecnologia (u otro artefactoustéceria una nocidn tan basal (como lo es la
tangente) para la construccion de otras nocionesélisis.
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Curvas del cuestionaric (las curvas estan reducidas ur 50%)

Instrucciones:

Para las siguientes gréficas, dibuja una tangenés punto sefialado en caso qu
tangente exista o brindar una explicacion en & dasque no existi

Gréafica No. 1
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Gréafica No. 2

Gréafica No. 3

Gréafica No. 4

Gréafica No. 6

Gréafica No. 8

Grafica No. 9
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Gréafica No. 11

Gréafica No. 12
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